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2. Voo de Cruzeiro2. Voo de Cruzeiro

De modo a prosseguir o estudo analítico do desempenho, é conveniente separar 
as aeronaves por tipo de motor com o seu respectivo modelo matemático. No 
caso particular de motores com hélice é realista, para hélices de velocidade 
constante, a aproximação da potência não variar com a velocidade e variar em 
função da altitude e da posição do acelerador, isto é, para o motor,

δσ
ρ
ρδ 0,

0
0, eee PPP =








=

Nos mesmos motores também se considera o consumo específico constante para 
efeitos de análise preliminares

const'=c

δση
ρ
ρδη 0,

0
0, epep PPP =








=

na sua forma mais simples. Ou para o sistema propulsivo
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2.1. Potência Requerida e Disponível2.1. Potência Requerida e Disponível

A potência requerida, PR, é igual ao arrasto multiplicado pela velocidade de 
voo, DV. Logo

A potência disponível, PA, é dada pela equação do modelo do motor. No voo de 
cruzeiro a potência disponível tem que ser igual à potência requerida para que a 
velocidade de voo seja constante e o factor de carga, n, é um pois L=W. Assim

VS
KWSCVP DA ρ

ρ
2

0
3 2

2
1

+=

VS
WKnSCVDVP DR ρ

ρ
22

0
3 2

2
1

+==

Note-se que a potência disponível também é dada por

δση 0,epA PPP ==
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2.2. Velocidade em Voo Nivelado2.2. Velocidade em Voo Nivelado

A equação acima tem que ser resolvida iterativamente para valores de V, uma 
vez que não tem solução analítica. Alternativamente, pode obter-se a velocidade 
de voo graficamente.
No caso em que a tracção disponível não é afectada pela velocidade pode 
resolver-se a equação em ordem à velocidade. Logo

02
2
1 2

4
0 =+−

S
KWPVVSCD ρ

ρ

Rearranjando

042 2

0
2

0

4 =





+













−

S
W

C
KV

S
W

W
P

C
V

DD ρρ

ou em função da potência do motor

042 2

0
2

0

4 =





+













−

S
W

C
KV

S
W

W
P

C
V

D

e

D

P

ρρ
η
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2.3. Velocidades Máxima e Mínima (1)2.3. Velocidades Máxima e Mínima (1)

Quando, na equação acima, a potência máxima disponível do motor é utilizada 
obtém-se a velocidade máxima ou mínima da aeronave para o peso e altitude de 
voo.

Esta equação tem quatro raízes mas apenas duas são usadas.
A solução maior corresponde à velocidade máxima e a menor à velocidade 
mínima. É necessário assegurar que velocidade máxima é inferior à velocidade 
de Mach divergente e à velocidade máxima estrutural da aeronave e que a 
velocidade mínima é superior à velocidade de perda.

042 2

0
2

max,,

0

4 =





+













−
S
W

C
KV

S
W

W
P

C
V

D
m

he

D

P
m ρρ
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2.4. Velocidades Máxima e Mínima (2)2.4. Velocidades Máxima e Mínima (2)

Graficamente, as velocidades máxima e mínima podem ser determinadas da 
seguinte forma:

P

V

PA

PR

Vmin Vmax



4

M
ec

ân
ic

a 
de

 V
oo

 I
V

oo
 N

iv
el

ad
o

Pedro V. Gamboa - 2008

Departamento de Ciências Aeroespaciais - Universidade da Beira Interior

2.5. Tecto Máximo (1)2.5. Tecto Máximo (1)

O tecto máximo de uma aeronave, hc, é a altitude máxima que a aeronave pode 
atingir com o motor a produzir a potência máxima. Como será visto mais tarde, 
o tecto máximo também pode ser visto como a altitude em que a razão de 
subida da aeronave com potência máxima é nula. Outra interpretação é que o 
tecto máximo da aeronave é a altitude em que Vmax,h é igual à velocidade de 
potência mínima. Assim, o tecto máximo para um dado peso pode ser obtido 
através da condição de PR,min da curva PR em função de V com os motores da 
aeronave produzindo a potência máxima para a altitude em questão

A potência requerida mínima é dada por

min,max,, Rhep PP =η

4
1

0maxminminmin

min
min, 3

2
866,0

2














=






==

DPLPP

P
R C

K
S
W

E
W

S
W

CE
W

E
VWP

ρρ
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2.5. Tecto Máximo (2)2.5. Tecto Máximo (2)

P

V

Pmax,h

PR

V para PR,min
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2.5. Tecto Máximo (3)2.5. Tecto Máximo (3)

Como já vimos a potência máxima no eixo é dada, para motores aspirados, por

ou, para motores com turbo-compressor, por

σ0,max, ee PP =

Assim, o tecto máximo pode ser encontrado através das seguintes equações

cr
cr

ee

cree

hhPP

hhPP

>=

≤=

para

para

0,max,

0,max,

σ
σ

aspiradosmotorespara
866,0

3
2

max

,min

0,
c

nmP

ep
c h

E
V

P
W

⇒









=

η
σ

scomprimidotmotorespara
866,0

3
2

max

,min

0,

−⇒









= urboh

E
V

P
W

ccr
nmP

ep
c σ

η
σ
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2.5. Tecto Máximo (4)2.5. Tecto Máximo (4)

A determinação de σc permite encontrar a altitude correspondente através da 
resolução das equações da densidade na atmosfera ISA em ordem à altitude ou 
através de tabelas.
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2.6. Tecto para P menor que Pmax2.6. Tecto para P menor que Pmax

Analogamente ao que foi feito para o tecto máximo da aeronave, pode definir-se 
o tecto para uma determinada potência inferior à máxima. Assim

aspiradosmotorespara
866,0

3
2

max

,min
, c

nmP

ep
Pec h

E
V

P
W

⇒









=

η
σ

scomprimidotmotorespara
866,0

3
2

max

,min
, −⇒










= urboh

E
V
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W
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2.7. Programas de Voo2.7. Programas de Voo

A integração numérica de cada uma das formas da equação do alcance 
específico permite conhecer a distância que a aeronave pode voar com uma 
determinada quantidade de combustível. A integração analítica é também 
possível desde que se considere alguns parâmetros inalterados durante o voo de 
cruzeiro. O mais natural seria considerar, em primeiro lugar, que a altitude e a 
velocidade são constantes. Este programa de voo, por exemplo, é designado de 
programa de cruzeiro com h e V constantes. Existem 3 programas de voo que 
têm solução analítica:

• Programa h-V;
• Programa V-CL;
• Programa h-CL.
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2.8. Alcance (1)2.8. Alcance (1)

Podemos visualizar o alcance de uma aeronave a hélice a partir da equação 
básica do alcance específico

W
cT
VX dd −=

Substituindo o valor do consumo específico de tracção, c, pelo consumo 
específico de potência, c’, cuja relação com c é c=(V/ηp)c’, obtém-se

Tendo em conta que no voo nivelado se tem T=D, L=W e que E=L/W, pode 
escrever-se a equação do alcance específico como

W
Tc

X p d
'

d
η

−=

W
W

c
E

X p d
'

d
η

−=
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2.8. Alcance (2)2.8. Alcance (2)

Outra forma de escrever o alcance específico é

Substituindo nesta expressão E=CL/CD obtém-se

W
W

c
E

W
Tc

W
Pc
V

W
Pc
VX ppp

e

d
'

d
'

d
'

d
'

d
ηηη

−=−=−=−=

W
W

C
C

c
X

D

Lp d
'

d
η

−=
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2.8.1. Alcance no Programa h-V2.8.1. Alcance no Programa h-V

Este caso é o mais complicado de analizar analiticamente.
Neste programa de voo de cruzeiro, para mantermos a velocidade constante, e 
sendo a altitude também constante, o valor de CL tem que variar 
proporcionalmente com a variação do peso da aeronave.
Fazendo uma análise idêntica à realizada para o alcance do avião a jacto obtém-
se, para o alcance (ver Hale)

( )






−

=− ζ
ζη

11max

1max

12
arctg

'
2

L

p
Vh CKEE

E
c
E

X

onde E1 é a razão de planeio no início do cruzeiro (CL1/CD1) e Emax é a razão de 
planeio máxima dada por

( ) 21
0max 4 −= KCE D
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2.8.2. Alcance no Programa V-CL2.8.2. Alcance no Programa V-CL

Nesta programa de voo de cruzeiro, a velocidade e o coeficiente de sustentação 
permanecem constantes durante todo o voo. A equação do alcance específico 
adequada para a integração analítica é

a qual pode ser facilmente resolvida em
W
W

c
E

X p d
'

d
η

−=

( )12 lnln
'

WW
c
E

X p
CV L

−−=−

η

ou









−

==− ζ
ηη

1
1ln

'
ln

' 2

1

c
E

W
W

c
E

X pp
CV L
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2.8.3. Alcance no Programa h-CL2.8.3. Alcance no Programa h-CL

Nesta programa de voo de cruzeiro, a altitude e o coeficiente de sustentação 
permanecem constantes durante todo o voo. A equação do alcance específico 
adequada para a integração analítica é

a qual pode ser facilmente resolvida, como anteriormente, em
W
W

c
E

X p d
'

d
η

−=









−

=− ζ
η

1
1ln

'c
E

X p
CV L
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2.9. Autonomia2.9. Autonomia

O tempo de voo de uma aeronave a hélice pode obter-se a partir da equação 
básica da autonomia específica

W
cT

t d1d −=

Do mesmo modo que foi feito para o alcance específico, substituindo o 
consumo específico de tracção, c, pelo consumo específico de potência, c’, 
obtém-se

W
W

Pc
W

VTc
t pp d

'
d

'
d

ηη
−=−=

TEndo em conta as equações que governam o voo nivelado, T=D e L=W e 
E=L/W, podemos escrever a equação da autonomia específica como

W
W

PcW
W

V
E

c
t

e

p d
'
1d

'
d −=−=

η
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2.9.1. Autonomia no Programa h-V2.9.1. Autonomia no Programa h-V

No caso particular deste de voo de cruzeiro, a integração pode ser evitada desde 
que se utilize a relação do alcance dividida pela velocidade que é constante. 
Assim,

o que resulta em
V
Xt Vh

Vh
−

− =

( )






−

≅− ζ
ζη

11max

1max

12
arctg

'
2

L

p
Vh CKEE

E
Vc
E

t
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2.9.2. Autonomia no Programa V-CL2.9.2. Autonomia no Programa V-CL

Nesta programa de voo de cruzeiro, o CL é constante logo o valor de E também 
é constante. Por outro lado, a velocidade também é constante, pelo que, para se 
obter a duração do voo, basta dividir o alcance pela velocidade. Assim









−

=− ζ
η

1
1ln

' V
E

c
t p

CV L



11

M
ec

ân
ic

a 
de

 V
oo

 I
V

oo
 N

iv
el

ad
o

Pedro V. Gamboa - 2008

Departamento de Ciências Aeroespaciais - Universidade da Beira Interior

2.9.3. Autonomia no Programa h-CL (1)2.9.3. Autonomia no Programa h-CL (1)

Neste programa de voo é necessário integrar a autonomia específica para obter o 
tempo de voo, uma vez que a velocidade não é constante. Assim, usando

W
W

V
E

c
t p d

'
d

η
−=

e substituindo para

S
W

C
V

Lρ
2

=

obtém-se

23
1

11

11

1 d
'

d
'

d
'

d
W
W

Vc
WE

W
W

W
W

Vc
E

W
W

VV
V

c
E

t ppp ηηη
−=−=−=
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2.9.3. Autonomia no Programa h-CL (2)2.9.3. Autonomia no Programa h-CL (2)

Integrando esta equação entre um ponto 1 e um ponto 2 no cruzeiro obtém-se









−
−

−=
−−

− 21'

21
1

21
2

1

1 WW
Vc
WE

t p
Ch L

η

e finalmente









−
−−

=− ζ
ζη

1
11

'
2

1Vc
E

t p
Ch L
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2.10. Optimização do Alcance (1)2.10. Optimização do Alcance (1)

Da relação do alcance específico, 

W
W

c
E

X p d
'

d
η

−=

pode ver-se que o alcance é maximizado, desde que c’ seja constante, quando E
tem o seu valor máximo. Esta situação corresponde ao valor máximo de CL/CD
que ocorre no ponto da tangente do diagrama PR em função de V.

P

V

tangente à curva

PR

VminP VminD

PR/V=TR

TRmin=Dmin

(CL/CD)max
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2.10. Optimização do Alcance (2)2.10. Optimização do Alcance (2)

Para maximizar o alcance temos, então, que maximizar E.
Assim, E é máximo quando CL/CD é máximo ou CD/CL é mínimo. Para obter o 
valor de CL para CD/CL mínimo deriva-se este último em ordem a CL e iguala-se 
a zero.

( ) 0
d

d
d

d
d

d 1
0

2
0 =+=







 +
=







 −
LLD

LL

LD

LL

D

L

KCCC
CC

KCC
CC

C
C

Então

o que dá

02
0 =+− − KCC LD

K
CCC D

DLbrL
0

min,, ==

0min, 2 DDbrD CCC ==
e
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2.10. Optimização do Alcance (3)2.10. Optimização do Alcance (3)

Agora, substituindo estes resultados nas expressões de V e E obtém-se
41

000
min

22














===

DLbr
Dbr C

K
S
W

C
SWVV

σρσρ

e

00
2

0
max 2

1
4

1
DDLbrD

Lbr
br KCKCKCC

CEE ==
+
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2.10.1. Alcance Máximo Programa h-V (1)2.10.1. Alcance Máximo Programa h-V (1)

Da equação do alcance deste programa de cruzeiro

verifica-se que a maximização de E não maximiza necessariamente o alcance 
devido à função do arco tangente. No entanto, se considerarmos o valor de E1
correspondente a E de maior alcance, temos uma aproximação da maximização 
do alcance neste programa de voo.

onde o índice br indica “best range” (máximo alcance).
Consultar os livros de Hale e Ojha para derivação destes resultados.

( )






−

≅− ζ
ζη

11max

1max

12
arctg

'
2

L

p
Vh CKEE

E
c
E

X

( )






−

≅− ζ
ζη

maxmax

max
, 12

arctg
'

2

LE

p
Vhbr CKEc

E
X
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2.10.1. Alcance Máximo Programa h-V (2)2.10.1. Alcance Máximo Programa h-V (2)

O resultado anterior pode ser simplificado para
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O tempo de voo, como a velocidade é constante, é obtido dividindo o alcance 
pela velocidade
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2.10.2. Alcance Máximo Programa V-CL2.10.2. Alcance Máximo Programa V-CL

O alcance neste programa de voo é dado por

Para maximizar o alcance temos, então, que maximizar E, obtendo-se









−

=− ζ
η

1
1ln

'c
E

X p
CV L









−

=− ζ
η

1
1ln

'
max

, c
E

X p
CVbr L

O tempo de voo, nesta situação, é dado por
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2.10.3. Alcance Máximo Programa h-CL2.10.3. Alcance Máximo Programa h-CL

O alcance máximo neste programa de voo é igual ao alcance máximo do 
programa V-CL. Assim,

lembrando que

O tempo de voo neste cruzeiro é

41
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2.10.4. Nota sobre o Alcance2.10.4. Nota sobre o Alcance

É comum realizar o voo de cruzeiro do avião a hélice nas condições de voo que 
correspondem a 75% da potência disponível máxima. Economiza-se tempo, o 
que é importante para os passageiros e para a manutenção, sem agravar muito o 
consumo de combustível. Estas condições correspondem a uma velocidade, 
normalmente, superior à velocidade de maior alcance.
Anderson refere o trabalho de Bernard Carson que mostra que o voo de um 
avião a hélice deve ser feito para minimizar a relação entre o combustível gasto 
em cruzeiro e a velocidade (nas condições da tangente de um diagrama de D em 
função de V – idêntico ao avião a jacto). Nestas condições tem-se

41
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2.11. Optimização da Autonomia (1)2.11. Optimização da Autonomia (1)

Da equação da autonomia específica, 
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pode ver-se que a autonomia é maximizada, desde que c’ seja constante, quando 
a razão entre a razão de planeio e a velocidade, E/V, tem o seu valor máximo. 
Esta situação corresponde ao valor máximo de CL3/2/CD que ocorre no ponto de 
potência requerida mínima da curva PR em função de V.
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2.11. Optimização da Autonomia (2)2.11. Optimização da Autonomia (2)

Para maximizar a autonomia temos que maximizar E/V. Sendo
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Para maximizar a autonomia temos que maximizar E/V. Assim, E/V é máximo 
quando CD/CL3/2 é mínimo. Para obter o valor de CL para CD/CL3/2 mínimo 
deriva-se este último em ordem a CL e iguala-se a zero.
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2.11. Optimização da Autonomia (3)2.11. Optimização da Autonomia (3)

Então
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2.11. Optimização da Autonomia (3)2.11. Optimização da Autonomia (3)

Agora, substituindo estes resultados nas expressões de V e de E obtém-se
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2.11.1. Autonomia Máxima Programa h-V2.11.1. Autonomia Máxima Programa h-V

Da equação da autonomia deste programa de cruzeiro

verifica-se que a maximização de E1 não maximiza necessariamente o alcance 
devido à função do arco tangente. No entanto, se considerarmos o valor de E1
correspondente a E de maior autonomia (corresponde a EminP), temos uma 
aproximação da maximização da autonomia neste programa de voo.
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2.11.2. Autonomia Máxima Programa V-CL2.11.2. Autonomia Máxima Programa V-CL

Integrando a equação da autonomia específica obtém-se a autonomia, como 
visto anteriormente, como sendo

Para maximizar a autonomia temos que maximizar E/V, logo a autonomia 
máxima fica
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2.11.3. Autonomia Máxima Programa h-CL2.11.3. Autonomia Máxima Programa h-CL
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Integrando a equação da autonomia específica obtém-se a autonomia, como 
visto anteriormente, como sendo

Para maximizar a autonomia temos que maximizar E/V1, logo a autonomia 
máxima fica
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2.12. Conclusões2.12. Conclusões

Duas conclusões muito importantes acerca do alcance e autonomia máximos 
podem ser retiradas:

1. O alcance máximo é independente da altitude de voo. É claro que 
quanto mais alto for o voo, maior é a velocidade e, consequentemente, 
menor será o tempo de voo; 

2. A autonomia máxima é inversamente proporcional à velocidade. Isto 
significa que quanto menor for o valor de Vbe, o que acontece em 
altitudes mais baixas, maior será o tempo de voo. Para máxima 
autonomia deve, portanto, voar-se em altitudes o mais baixas possível.


