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ESCOAMENTO INCOMPRESSIVEL
EM
ASAS FINITAS



5.1. Introducao

No capitulo anterior foram estudadas as caracteristicas de
perfis, que sdo as mesmas caracteristicas de uma asa com
envergadura infinita.

As asas reais, no entanto, possuem asas com envergadura
finita.

O objectivo deste capitulo €, entdo, aplicar o conhecimento
sobre perfis na analise destas asas.

Porque serdo as caracteristicas acrodinamicas de uma asa
finita diferentes das caracteristicas dos seus perfis?

Na pratica o perfil € a seccao da asa e, a primeira vista,
poder-se-ia pensar que a asa se comporta da mesma forma
que o perfil.



* Mas o escoamento em torno dum perfil ¢ bidimensional,
enquanto que a asa ¢ um corpo tridimensional, pelo que o
escoamento em torno dessa asa €, também, tridimensional.

 Isto quer dizer que existe uma componente do escoamento
na direc¢ao da envergadura.

« A figura seguinte mostra as vistas em planta e de frente de
uma asa finita.
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O mecanismo fisico que gera a sustentacao deve-se ao
facto de existir uma alta pressao no intradorso da asa € uma
baixa pressao no extradorso da asa.

O resultado desta situacdo ¢ uma distribuigdo de pressao tal
que gera uma forga resultante: a sustentacao.

Este diferencial de pressao provoca, na ponta da asa, uma
circulacdo de ar do intradorso com alta pressao para o
extradorso com baixa pressao.

Assim, no extradorso existe uma componente do
escoamento na direc¢ao da envergadura, da ponta para a
raiz: as linhas de corrente curvam na direccao da raiz.

De forma 1déntica, no intradorso existe uma componente
do escoamento na direc¢ao da envergadura, da raiz para a
ponta: as linhas de corrente curvam na dirac¢ao da ponta.

Assim, as caracteristicas da asa diferem das do perfil.



Downwash e Arrasto Induzido

* A tendéncia que o escoamento tem em contornar a ponta
da asa tem um outro efeito importante na acrodinamica da
asa.

» Este escoamento gera um movimento rotativo que se
desloca para jusante da asa: forma-se um vortice de arrasto
em cada uma das pontas, como mostra a figura.




« Estes vortices de ponta a jusante da asa induzem uma
componente para baixo na velocidade do ar na
proximidade da ponta.

« A figura abaixo mostra este efeito, onde se observam os
vortices a arrastar o ar circundante € a gerar uma pequena
componente de velocidade para baixo na asa.




« Esta componente vertical chama-se downwash e escreve-se
w.

* O downwash combina-se com a velocidade do escoamento
livre Ve produz um vento relativo local inclinado para
baixo na vizinhanca de cada seccao da asa.

o — Geometric angle of attack
o; ~— induced angle of attack J
aor — effective angle of attack

Cepf = A — &
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O angulo formado entre a linha de corda e a direc¢ao de
V,, € o angulo de ataque.

Este angulo de ataque chama-se o dngulo de ataque
geométrico.

O vento relativo local esta inclinado para baixo da direcgao
de V,, pelo angulo a;, chamado angulo de ataque induzido.

O downwash ¢ a inclinacdo do vento relativo tem dois
efeitos importantes na sec¢ao local:

— O angulo de ataque visto pela seccao local € o angulo formado
entre a corda e o vento relativo local — o dngulo de ataque efectivo

a, =a-a,

— O vector de sustentagao local € perpendicular ao vento relativo
local e por 1sso esta inclinado para tras de @.. Assim, existe uma
componente do vector de sustentagdo na direcgdo de V_: existe

arrasto devido a presenca de w — o arrasto induzido, D..



Pode ver-se que a presen¢a do downwash numa asa finita
reduz o angulo de ataque que cada uma das suas sec¢oes
ve de facto e cria uma componente de arrasto.

Apesar do escoamento em questao ser inviscido €
incompressivel, onde nao existe friccao ou separagao,
aparece uma componente de arrasto finita: o arrasto
induzido.

O arrasto total numa asa subsonica real ¢ a soma do arrasto
induzido, D,, do arrasto de friccao, D, e do arrasto de
pressao devido a separacéo, D,

As duas ultimas contribuicoes devem-se aos efeitos
V1sc0so0s, como ja foi visto.

A soma destas duas contribuicoes viscosas chama-se
arrasto de forma.



No capitulo anterios foram vistas curvas de coeficiente de
arrasto parasita, C,.

Para angulos de ataque moderados, o arrasto de forma de
uma asa finita ¢ praticamente 1gual ao das suas secgoes.

Assim, definindo
D ot Dp

qS
Cp=
q.S

00

O coeficiente de arrasto total €

d

Cp =C, +Cp,

O valor de C, ¢ normalmente obtido dos dados do perfil
enquanto que o de Cp; pode ser calculado da teoria da asa
finita descrita neste capitulo.



5.2. A Lei1 de Biot-Savart e os
Teoremas de Helmholtz

Para estabelecer uma teoria para a asa finita ¢ necessario
introduzir algumas ferramentas aerodinamicas adicionais.

Expandindo o conceito de linha de vortice, pode ter-se uma
linha de vortice curva, como mostra a figura.

Vortex filament
of strength I



A linha de vortice induz um campo de velocidade no
espaco circundante.

Se a circulacdo € obtida em qualque trajectoria que envolva
a linha, entdo, [ € um valor constnate.

Assim, a intensidade da linha de vortice € definida com I'.
O vector raio desde dI até¢ um ponto arbitrario P no espago
¢T.

O segmento dl induz uma velocidade em P igual a

_ I dixr

dV = 3
4 ‘r‘

Esta equagdo ¢ a Lei de Biot-Savart e € uma das expressoes
mais fundamentais na teoria de escoamento inviscido e
Incompressivel.



Um linha de vortice 1solada nao tem qualquer aplicacao.

No entanto, usando varias linhas de vortice em conjunto
com um escoamento livre uniforme, ¢ possivel representar
escoamentos com aplicagOes praticas.

O escoamento em torno de uma asa finita € um bom
exemplo.

A figura abaixo mostra a lei de Biot-Savart aplicada a uma
linha de vortice recta com comprimento infinito.




A intensidade da linha de vortice ¢ I'.

A velocidade induzida no ponto P pelo segmento dl € dado
pela equacgao anterior.

Assim, a velocidade induzida em P pela linha de vortice
completa ¢

_( [ dlxr
_00477. ‘I’f

Pela definicao de produto externo a direccao de V ¢ para
baixo.

A magnitude da velocidade, V' =|V|, ¢ dada por

dl

V= [ jm send

4719 p*



e Se h ¢ a distancia perpendicular desde o ponto P até a linha
de vortice entdo, da figura, tem-se.
ok
]/' p—
send
_
te @
h

sen’@

[

dl = - de

* Substituindo estas expressdes na equagao anterior obtém-

SC
V= i ro Segedl=—Lr)sen6b’9
4n— r 47h o
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A figura abaixo representa um filamento de vortice semi-
infinito.

O filamento estende-se desde o ponto 4 ate infinito.

Este ponto 4 pode ser considerado uma fronteira do
escoamento.

Se P for um ponto perpendicular a linha de vortice no
ponto 4 entdo, a velocidade induzida em P pela linha de
vortice semi-infinita €

T

47




* O cientista alemdo Hermann von Helmholtz fo1 o primeiro
a usar o concenito da linha de vortice na analise de
escoamento inviscido e incompressivel.

» Ele estabeleceu alguns principios acerca das linhas de
vortice que ficaram conhecidos por teoremas de
Helmholtz:

— A intensidade de uma linha de vortice € constnate ao longo do seu
comprimento;

— Uma linha de vértice ndo pode terminar num fluido: ela tem que se
estender até aos limites do fluido (pode ser + ) ou formar um
circuito fechado.

« Também convém mencionar o conceito de distribuicdo de
sustentac¢do ao longo da envergadura de uma asa.

* Numa dada posi¢do na envergadura y,, a corda local € ¢, o
angulo de ataque geometrico local € a e o perfil tem uma
dada forma.



* A sustenta¢ao por unidade de envergadura nesta seccao ¢
L (yy).

« Noutra seccdo, y,, na envergadura da asa tem-se ¢, @ € um
dado perfil podem ser diferentes dos anteriores.

— A grande maioria das asas possuem cordas variaveis, com a
excepgdo da asa rectangular;

— Muitas asas t€m tor¢ao geométrica pelo que a ¢ diferente em
diferentes posi¢oes da envergadura;

— Se o a da ponta ¢ inferior ao da raiz, a asa tem washout;
— Se o @ da ponta ¢ superior ao da raiz, a asa tem washin;

— Também existem asas com diferentes perfis ao longo da
envergadura, com @, diferentes: estas asas tém torcao
acrodinamica.

« A sustentacao por unidade de envergadura nesta secg¢ao,
L’(y,), €, geralmente, diferente de L’(y,).



Desta forma, existe uma distribuicao de sustentagao por
unidade de envergadura ao longo da asa, L’ = L’(y), como
mostra a figura abaixo.

Por sua vez, a circulagdo também ¢ funcao de y, I'(y) =
L) (Lo o0)-

A distribuicao de sustentacao ¢ nula nas pontas da asa.
Isto resulta do facto de nao existir diferencial de pressao
entre o 1ntradorso € o extradorso em y = -b/2 e y = b/2.

L'=L"(V) = pooVso
Front view (V) = Poobeol (y)

of wing

| o
(STiS o
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* O calculo da distribuig¢ao de sustentagdo € um problema
central na teoria da asa finita.

 Em resumo, deseja-se determinar o arrasto induzido, a
sustentacao total e a distribuicido de sustentacao de uma asa
finita.



5.3. Teoria da Linha Sustentadora
Classica

A primeira teoria practica para prever as caracteristicas
aerodinamicas de uma asa finita fo1 desenvolvida por
Ludwig Prandtl e pelos seus colegas.

A importancia da teoria de Prandtl ¢ tal que ainda hoje ¢
usada para calculos preliminares das caracteristicas de uma
asa.

Nesta seccao esta teoria vai ser descrita.

Uma linha de vortice de intensidade ', que ¢ limitada de
alguma forma a uma posi¢ao fixa no escoamento, sofre
uma for¢a L = o,V I segundo o teorema de Kutta-
Joukowska.



« Este vortice limitado estd em contraste com um vortice
livre que se move com os mesmos elementos de fluido
pelo escoamento.

* Entdo, a asa finita com envergadura b ¢ substituida por um
vortice limitado desde y = -b/2 até y = b/2, como mostra a
figura.

Free-trailing vortex
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Mas, segundo o teorema de Helmholtz, uma linha de
vortice nao pode terminar no fluido.

Assim, esta linha de vortice continua como dois vortices
livres deslocando-se para jusante desde as pontas da asa
até ao infinito.

O conjunto do vortice limitado com os dois vortices
chama-se vortice de ferradura.

A figura abaixo mostra um vortice de ferradura.

% Trailing vortex

oS

o

Trailing vortex




Da figura pode ver-se que o vortice limitado ndo induz
velocidade em si1 proprio.

No entanto, os dois votices livres contribuem para a
velocidade induzida ao longo do vortice limitado, € ambas
as contribui¢des sdo para baixo.

Considerando a origem dos eixos no centro do vortice
limitado, entdo a velocidade num ponto y ao longo do
vortice limitado induzida pelos vortices livres semi-
infinitos ¢

W)=

4r(b/2+y) 4mlb/2-y)
O primeiro termo da direita € a contribuigao do vortice
livre esquerdo (em —b/2) e o segundo termo ¢ a
contribuicao do vortice livre da direita (em b/2).




Esta equacgdo pode ser simplificada

b
wb)= arr(b/2) - y*

Pode ver-se que w tende para infinito a medida que y tende
para —b/2 ou b/2.

Esta representacao da distribuicdo do downwash nao ¢
realista para uma asa finita.

Assim, em vez de se representar a asa por um unico vortice
de ferradura, sobrepdem-se um nimero elevado de vortices
de ferradura cada um com diferentes comprimentos do
vortice limitado.

Todos os vortices limitados estao coincidentes numa unica
linha, chamada a /inha sustentadora.



to |

Este conceito esta representado na figura abaixo, onde
estao mostrados apenas trés vortices de ferradura, por
simplicidade.

Um vortice de ferradura de intensidade dl' | vai desde —b/2
a b/2 (do ponto 4 ao ponto F).

Sobreposto a este esta um segundo vortice de ferradura de
intensidade dl , desde o ponto B até ao ponto E.




Finalmente, sobreposto a este estd um terceiro vortice de

ferradura de intensidade dI ; desde o ponto C até ao ponto
D.

Como resultado, a circulagdo varia ao longo dos vortices
limitados: a circulagao varia ao longo da linha de
sustentacao.

Da figura pode ver-se que a circulagao em cada ponto ¢ a
soma das intensidades dos vortices sobrepostos:

— Em AB e EF a circulagao € dl ;

— Em BC e DE a circulagao € dl |+ dI ,;

— Em CD a circulagao € dl |+ dl .+ dI ;.

Tambem se ve que existe uma série de vortices livres
distribuidos ao longo da envergadura.

A 1mtensidade de cada vortice livre € 1gual ao incremento
da circulacdo ao longo da linha de sustentacao.



« Sec esta 1déia for levada ao estremo pode ter-se um nimero
infinito de vortices de ferradura sobrepostos ao longo da
linha de sustentacdo, cada um com uma intensidade

pequena dl .
» A figura abaixo representa este caso.

e Agora tem-se uma distribui¢dao continua de [ (y) ao longo
da linha de sustenta¢do e o valor na origem € I,

N




Os vortices livres formam um folha de vortice para tras da
linha de sustentacio.

Esta folha de vortice € paralelaa V.

A 1ntensidade total desta folha, integrada ao longo da
envergadura, ¢ nula uma vez que consiste em pares de
vortices livres com intesidade 1gual mas sentido contrario.

Considere-se um segmento infinitamente pequeno na linha
de sustentacgdo, dy, posicionado em y.

A circulacdo em y € [ (y) € o incremento da circulagao
sobre o segmento ¢ dl' = (dI /dy)dy.

Por sua vez, a intensidade do vortice livre em y tem que ser
igual ao incremento da circulacdo dI' ao longo da linha de
sustentacao.

Considere-se, também, a posi¢ao arbitraria y, ao longo da
linha de sustentacao.



Qualquer segmento do vortice livre, dx, induz uma
velocidade em y, com magnitude e direc¢ao dada pela lei
de Biot-Savart.

A velocidade dw em y,, induzida pelo vortice livre semi-
infinito localizado em y ja foi obtida anteriormente.

Neste caso tem-se

= AT dy)dy

4n(y, - y)
A velocidade total w induzida em y,, pela folha de vortice
completa € a soma de dw em todos os filamentos

__ 1 pe(dr/dy)dy
W(J/o)_ HTI‘W Yo —y

Esta equacao ¢ importante porque fornece o valor do
downwash em y, devido a todos os vortices livres.



* Observando, novamente, a figura abaixo, e assumindo que
a seccao 1lustrada se encontra num posi¢ao da envergadura
y0, entdo o angulo de atque induzido €

a,(vy) = tg_l(L(yO)j

v

[e0)

o - Geometric angle of attack
o; ~— induced angle of attack :
o — effective angle of attack

Oep = & — &

Ch Orqd h-n o




Geralmente, w € muito inferior a V__, logo a1 ¢ um angulo

00?
pequeno.
Assim,

W(J’o)
V.

[ee]

ai()’o): -

Substituindo w(y,) nesta equacao, tem-se

1 Im (dr/dy)dy
4'771/00 b2 yO -y

ai(YO): -

Esta expressao da o angulo de ataque induzido em fungao
da distribuicao de circulacao I'(y) ao longo da asa.

Como visto anteriormente, o angulo de ataque visto pelo
perfil local € a .

Uma vez que o downwash varia ao longo da envergadura,
entdo a,q também € variavel: a = a.{(V,)-



O coeficiente de sustentagdo do perfil na posi¢do y, €

C = ao[aeff(J’o)_ao] = 2n[aeff(y0)_a0]

Para uma asa com tor¢ao aerodinamica @, varia com y,,.

Se ndo houver tor¢ao aerodinamica a; € constante ao longo
da envergadura.

Em qualquer dos casos @), € uma caracteristica conhecidas
dos perfis locais.

Da definicao de sustentacao e¢ do teorema de Kutta-
Joukowski, tem-se, para o perfil local em y,,

L= %IoooVofc(yO)Cl = pooVoor(yO)




Igualando as duas expressoes de C, e resolvendo em ordem
a a.g, Obtém-se

q. = r()/o)
. nVooC(yO)

Sabendo que a = a.+a;, obtém-se a expressao seguinte

r(5,) 1 jb/z (dr/dy)dy
WwC(YO 4y, b2y, =y

+a’0

a(yo): )+ao(J’o)+

Esta ¢ a equacdo fundamental da teoria da linha de
sustentacdo de Prandll.

Ela mostra, simplesmente, que o angulo de ataque
geometrico ¢ a soma do angulo de ataque efectivo com o
angulo de ataque induzido.

Na equagao, a unica variavel ¢ I'.



Todas as outra quantidades, a, ¢, Voo, a0 sao conhecidas
para uma determinada asa finita com um dado angulo de
ataque num escoamento de determinada velocidade.

A solucdo desta equacao fornece G = G(y0) onde y0 varia
de —b/2 a b/2.

A solucdo de G = G(y0) permite obter as trés principais
caracteristicas aerodinamicas:

Distribuicao de sustentacao:

— A distribuicao se sustentacdo ¢ obtida com o teorema de Kutta-
Joukowski

L'(yo) = pooVoor(J/o)



« Coeficiente de sustentacio:

— A sustentacdo total ¢ o integral da equagdo acima ao longo da

envergadura
(b2 b/2
L= —b/2L dy PV .[ -b/2

— O coeficiente de sustentacdo €, entdo,

;=

L 2 jb/2

= r(y)d
q.S V.S )y

* (oeficiente de arrasto induzido:

— O arrasto induzido ¢ obtido observando a figura anterior
D; = L'sena,

— Uma vez que @, € pequeno tem-se

D =L'aq,



— O arrasto induzido total ¢ o integral da equagdo acima ao longo da
envergadura

b/2 b/2
p=[  L0a(dy=pt.[, T

-b/2

— O coeficiente de arrasto induzido ¢, entdo,

_ D, _ 2 b2
Cpi = q.S = VwS""bﬂr(y)ai(y)dy

e A solucdo de ' (y) da equacao fundamental da teoria da
linha de sustenta¢ao de Prandtl ¢ a chave para a obtencao
das caracteristicas acrodinamicas da asa finita.



5.3.1. Distribui¢ao de Sustentacao Eliptica

» Considere-se a distribuicdo de circulagao seguinte.

3]

« Desta equacdo observa-se que:

[, € a circulacdo na origem:;

— A circulagdo varia elipticamente com y. Logo, a distribuig¢ao de
sustentacdo também ¢ eliptica:

L'(y)= pmeFo\/l —(%T

— A circulagdo, logo a sustentacdo, ¢ nula nas pontas da asa como
desejado: I'(b/2) =T (-b/2) = 0. Esta distribui¢do ¢ assumida.




Quais sdo as caracteristicas acrodinamicas de uma asa com
distribuicao de sustentacao eliptica?

Para comecer, determina-se o downwash.
Derivando a equagao da circulagdo tem-se
ar __ 4,y

dy b \1-4y* /1’

Substituindo dl /dy na equacao do downwash obtém-se

T, e J
_ N d
W(J’o) 71> J‘—b/2\/1—4y2/b2(yo_J/) g

O 1ntegral pode ser calculdo fazendo a substituicao

b
=_—cosf
Y7y

dy = —gsen&z’ﬁ



I, IO cos&

- do
27b

7cosf, —cosl

[, (7 cos6
g,)=--—" dé
W) 27D -L cosf —cosf,

O integral tem a forma padrio ja encontrada antes, para n =
1,

,[n cosnldf _ rsenng

0 cos@—cosf, senb,

Entao o downwash ¢é

w(g,)= -2

2b



Este importante resultado mostra que o downwash, para
uma distribuicao de sustentacao eliptica, ¢ constante ao
longo da envergadura.

O angulo de ataque induzido ¢

N 4 I

v bV,

[ee]

Para uma distribui¢do de sustentacao eliptica, o angulo de
ataque induzido também ¢ constante ao longo da
envergadura.

A medida que a envergadura tende para infinito w e @,
tendem para zero, o que ¢ consistente com a teoria do
perfil analizada anteriormente.

Pode obter-se uma expressao para @; mais conveniente.



Assim,

b/2 412
L= pwVwroj_b/f 1 —bizdy

Aplicando a transformacao y = (b/2)cos 8 obtém-se
b b
L=pV.I, 5-[0 sen’d@=p, VI, Zﬂ

Resolvendo, agora, em ordem a I, tem-se

4L
p. V. brr

[ =

No entando, L =0,50,.V,.,2SC,, logo

_2V,5C,

-
0 b7




Substituindo este resultado na equagao do a, tem-se

v, sc, 1 _SC,
a. = =
’ brr 2bV., 1B’

Uma caracteristica importante de uma asa finita ¢ a razdo
de aspecto ou alongamento definida como

bZ
s
Assim, o angulo de ataque induzido ¢ dado por

A

Agora pode obter-se o coeficiente de arrasto induzido,
tendo em conta que @, € constante,

_ 2a, jb/z

Di ~ 2al, éJ‘ﬂse ‘Ao = milyb
V.S b2

n
V.S 2% WS

(0]

r(y)dy =



Substituindo as expressoes de [, € @; nesta equacao obtém-
se

b (CszVmSCL
CDi_
2V.S\m) bt

Finalmente, simplificando, tem-se

C2
CDl' = af
Este resultado ¢ importante € mostra que o coeficiente de
arrasto induzido ¢ directamente proporcional ao quadrado
do coeficiente de sustentacao.

Ja se tinha visto que o arrasto induzido ¢ um resultado da
presenca dos vortices de ponta de asa que se formam
devido a diferenca de pressao entre o intradorso € o
extradorso.



A sustentagao € produzida por essa diferenga de pressao.

Por 1sso, o arrasto induzido esta relacionado com a
producao de sustentacao.

Frequentemente chama-se ao arrasto induzido arrasto
devido a sustentacao.

O arrasto induzido € o preco que se paga por gerar
sustentacao.

O coeficiente de arrasto induzido aumenta rapidamente a
medida que o coeficiente de sustentacdao aumenta.

Quando a velocidade ¢ baixa, que ¢ o caso das fases de
descolagem e aterragem, o C; € elevado e o arrasto
induzido torna-se uma componente significativa do arrasto
total.

Mesmo a velocidades maiores o arrasto induzido pode ser
significativo.



* QOutro aspecto do coeficiente de arrasto induzido ¢ a sua
proporcionalidade inversa com o alongamento.

e Assim, para reduzir o arrasto induzido, ¢ desejavel ter uma
asa finita com o alongamento maior possivel.

« A figura abaixo mostra uma asa com 4 elevado e outra
com A reduzido.

AR = b?%/S

High AR (low
induced drag)

—

4

Low AR (high
induced drag)




Na pratica, o projecto de uma asa com elevado
alongamento com o grau de resisténcia e rigidez estrutural
desejado nao € simples.

Por 1sso 0 alongamento de uma asa convencional ¢ um
compromisso entre requisitos acrodinamicos e estruturais.

Existe outra caracteristica da distribuicao de sustentacao
eliptica.

Considere-se uma asa sem tor¢ao geometrica (@ €
constante) e sem tor¢cao aerodinadmica (4, € constante).

O angulo de ataque induzido, a;, € constante, como ja fo1
visto.

Entdo, o angulo de ataque efectivo também ¢ constante
(O = O-00).



Sabendo que o coeficiente de sustentagao de cada perfil €
dado por

C =a0(aeff —00)

Assumindo que g, € igual para todas as sec¢Oes (a, = 277da
teoria do perfil fino), entdo o C, € constante ao longo da
envergadura.

A sustentagao por unidade de envergadura €
L,(y) - QOOCCZ

Resolvendo em ordem a ¢ tem-se

_L'(y)
qooCl

C

Nesta equacao ¢ , € C,nao variam com y.



Mas L’(y) varia elipticamente ao longo da envergadura.

Entao, desta equacao conclui-se que, para ser ter a
distribuicdo de sustentagao eliptica, a corda da asa tem que
variar elipticamente ao longo da envergadura.

Ou seja, a forma em planta da asa tem que ser eliptica.

A figura abaixo resume as caracteristicas: distribuicdo de
sustentacao eliptica, distribuicao de corda eliptica e
downwash costante.

Elliptic wing




e Apesar da distribuigao de sustentacao eliptica parecer um
caso restritivo e 1solado, na realidade ela é uma
aproximacao razoavel para o coeficiente de arrasto
induzido de uma asa arbitraria.

* A expressao do Cp; €, apenas, modificada ligeiramente
para o caso geral, como se vai ver em seguida.



5.3.2. Distribuicao de Sustentacao Geral

Considere-se a transformacao

b
=——cos@
YT

A coordenada na direc¢ao da envergadura é agora &, em
que Hvaria entre 0 e 7T

A distribuicgao eliptica anterior fica
r(6)=r,sené

Esta equacao sugere que uma s¢rie de Fourier com seno
seria uma boa aproximacao para a distribuicao geral da
circulagao numa asa qualquer.



Assim, para o caso geral, assume-se
N

r(@)=2bV, Z A sennf
1

Podem ter-se tantos termos /N quantos necessarios para a
precisao desejada.

Os coeficientes 4, (n =1, ..., N) sdo incdgnitas, mas tém
que satisfazer a equacao fundamental da teoria da linha
sustentadora de Prandtl.

Derivando a equagao acima em ordem a y, tem-se

a _dt 9 =2bV, ZnA cosn@dﬁ
dy d@dy dy

Substituindo as duas equag¢oes acima na equagao
fundamental da linha sustentadora obtém-se

ul anv nAncoandH

_2b
a(6,)= Z'E( ZAsennH +a,(6,)+ ﬂjo c0sf—cos6,




Simplificando, tem-se
N

2b &
alf))=——~ ) Asennb, +a,\6,)+ > nA
( 0) m(HO)Z n 0 0( 0) Z n sengo
Examinando bem esta equacado vé-se que as unicas
incognitas sao os coeficientes 4,.

senn 6,

A equagdo escrita numa posicao da envergadura (num 6,
especificado) ¢ uma equacgao algébrica com N incognitas
Ay, Ay, ooy A,

No entanto, € necessario escolher N posi¢oes na
envergadura e resolver a equagao em cada estacao.

Assim, obtém-se um sistema de N equacdoes independentes
em N incognitas.

Desta forma, obt€ém-se valores numericos para os
coeficientes 4, que garantem que a distribuig¢do de
circulacdo satisfaz a equacao fundamental.



Agora que [ (6) é conhecido, o coeficiente de sustentacao
da asa finita ¢

D eb/2

B _2b2 N T
C, _ﬁ _b/zr(y)dy _TZA"IO sennBsend 6

O integral desta equagdo €

T 71/2 vparan=1
j senn Gsen @@ = / patan
0 0 paran#l

Entdo o C, fica

b2
C, = AT =4

Pode ver-se que C, depende, apenas, do primeiro
coeficiente da série de Fourier.

No entanto, para obter 4,, € necessario resolver o sistema
de equacoes para todos os 4,



O coeficiente de arrasto induzido € obtido da seguinte
forma:

2 b2 2b% (n
CDi:ﬁ_b/zr(y)a’i(y)dy s (ZA senn@) a.(6)sen&i6

O angulo de ataque induzido a(6) ¢ obtido de

N

ai(yO): 1 jb/z (a’r/dy dy IZnA jﬂ cosnf 76

Amy, b2y, =y 0 cos@—cosb,
Resolvendo o integral padrio tem-se
N
_ Z” a senn @
1 send

Substituindo esta equacdo na equacao do Cp; obtém-se

2
Cp = 2? (ZA senn@]{ZA senn&’jd&’



Esta equagao envolve o produto de dois somatorios.
Do integral padrao

n 0 param#k
f senm Esenk @6 =
0 712 param =k

Os termos do produto com indice diferente (como 4,4,
A,4,, etc.) sdo zero. Logo

2( N N
Cpr =22 S a2 |7 = 710> na?
S \q 2 .
N N (4 2
C,, :m[Af +ZnA,f]:ﬂ4Af 1+Zn(A”)
2 2 1

Finalmente, substituindo para 4, = C,/(7H), tem-se

=Ci(140)



Nesta equagdo 0= 2,"n(4,/4,)>.
Uma vez que 0> 0, entdo o factor 1+0> 1.

Definindo e eficiéncia da envergadura como e = (1+9)!,
entao

C2

C, =—-

Di nAe
Aquie <.

Comparando as equagdes do Cp; para a distribuicao de
sustentacao geral e para a distribuicao de sustentacao
eliptica, vé-se que 0= 0 ¢ e = 1 para a distribuicao eliptica.
Logo, a distribui¢ao de sustentacao que resulta no arrasto
induzido minimo ¢ a distribuigao eliptica.

E por esta razdo que existe grande interesse na distribuicio
de sustentacao eliptica.



 Ja fo1 visto que, para uma asa sem tor¢ao aerodinamica
nem tor¢ao geometrica, a distribuicao de sustentagao
eliptica € gerada por uma asa com forma em planta
eliptica.

A figura abaixo mostra o famoso Spitfire da WWII, que
tinha uma asa eliptica.

Supermarine Spitfire




« No entanto, as asas elipticas t€m um fabrico mais caro do
que uma asa rectangular.

« Mas a distribuicdo de sustentacdo da asa rectangular esta
longe do optimo.

 Um compromisso € a asa trapezoidal ou afilada, em que o
afilaemnto pode ser escolhido por forma a que a
distribuicdo de sustentagao se aproxime da forma eliptica.

7

Elliptic wing

Rectangular wing

=

Tapered wing



A figura abaixo mostra a varia¢ao de dcom o afilamento
para asas com alongamentos diferentes.

* O aerodinamicista inglés Hermann Glauert foi o primeiro a
realizar este tipo de calculo para O.

« Uma asa afilada pode ter um coeficiente de arrasto bastante
perto do minimo, sendo bastante mais facil de construir do
que uma asa eliptica.
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5.3.3. Efeito do Alongamento

Como fo1 visto, o coeficiente de arrasto induzido de uma
asa finita ¢ inversamente proporcional ao alongamento.

O alonagamento, que varia tipticamente entre 6 ¢ 22 para
avioes € palnadores convencionais subsonicos, tem um
efeito maior no Cp; do que O

Assim, o factor principal de projecto para minimizar o
arrasto induzido, nao ¢ a proximidade da distribuicao de
sustentacao eliptica mas sim um grande alongamento.

Prandtl verificou a proporcionalidade inversa de Cp; com 4
atraveés de uma série de experiéncias classicas em que
mediu a sustentacdo ¢ arrasto de sete asas rectangulares
com alongamentos diferentes.



A figura abaixo mostra os resultados obtidos.
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O coeficiente de arrasto total de uma asa finita ¢ dado por

C2

C,=C,+—*

D d e
A variagao parabolica de C, com C; ¢ refectida na figur

anterior.

Considerando duas asas com alongamentos diferentes A, e
A4,, entao Cp, € Cp, sa0

C2

Cp, =C, +—+
ol d THe
C2

Cp,=C, +—*
b2 d TH,e

Assume-se que ambas as asa t€ém o mesmo C;,.

Sendo o perfil constante para as duas asas C,; € 0 mesmo
nos dois casos.



A variagao de e entre as duas asas € pequena ¢ pode ser
1gnorada.

Subtraindo Cp, a Cp,,, tem-se

C:(1 1
Cp =Cpy +—| —-
o o ]?(Al A2j

Esta equacao pode ser usada para uniformizar os dados de
uma asa com alongamento 4, com outra asa com
alongamento A4,.

Prandtl uniformizou os dados da figura anterior com uma
asa de alongamento 5.

Neste caso tem-se

C:(1 1
CDI_CD2+ (5 A)



* Substituindo, nesta equagdo, os valores respectivos de C),,
e 4, da figura, Prandtl descobriu que os dados resultantes
de Cp, em func¢do de C; praticamente coincidiram na
mesma curva.

» A figura abaixo mostra os resultados, obtidos em 1915.
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Existem duas diferencas principais entre as caracteristicas
de um perfil alar e uma asa finita.

Ja fo1 vista uma diferen¢a: uma asa finita gera arrasto
induzido.

A outra diferenca aparece no declive da curva de
sustentacao.

O declive de sustentacao dum perfil alar fo1 definido como
a,=dCl/da.

Agora, define-se o declive de sustentacao de uma asa finita
coma=dCL/da.

Quando o declive de sustentacdao de uma asa finita ¢
comparado com o de um perfil vé-se que a < a,,.

Para visualizar melhor, ¢ necessario compreender a
influéncia do downwash no escomanto em torno de um
perfil local da asa finita.



Apesar de o angulo de ataque geométrico da asa ser @, o
perfil alar sente uma angulo de ataque inferior a.., em que
Uoir = A=A

Considerando uma asa eliptica a1 e aeff sao constantes ao
longo da envergadura.

Por outro lado C, € constante ao longo da envergadura,
logo C, = C..

Representando o C,; da asa finita em fun¢ao de o obtém-
se o primeiro grafico da figura seguinte.

Uma vez que se usa a0 declive de sustentacao
corresponde a asa infinita, a,,.

Na pratica, s6 conseguimos observar, a vista desarmada, o
angulo de ataque geométrico, logo para uma asa finita C, €
representado em funcdo de @, como mostra o segundo
grafico da figura seguinte.



 Como a> a,.a abcissa do segundo grafico € esticada,
tornado a curva de sustentacio menos inclinada.

* A curva de sustentacdo tem um declive a em que a < a,,.

* O efeito da asa finita ¢ reduzir o declive de sustentacao.

G,

Infinite
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Para sustentacdo nula nao existem efeitos induzidos, ou
seja a;,= Cp, = 0.
Assim, quando C, =0, = 0

Como resultado, a, € o mesmo para a asa finita e para a
asa infinita.

Os valores de a, € a podem ser relacionados da seguinte
forma.

dc,
dla-a,)

ju— ao
Integrando, tem-se
C, = ao(a —ao)+c0nst

Substituindo a; = C,/(7H) obtém-se
C, = ao(a’ —gj +const
T



Derivando esta equacdo em ordem a @, e resolvendo para
dC,/da, obtém-se
dC, _ a,

a:

da l1+a,/ ™

Esta equacao da a relagdo desejada entre a, € a para uma
asa finita eliptica.

Para uma asa finita de forma em planta geral esta equacao
¢ ligeiramente modificada para
dy

“ T (a, )1+ 7)

O coeficiente 7 ¢ uma funcio dos coeficientes de Fourier
A,

Glauert fo1 o primeiro a calcular valores para 7no 1nicio da
decada de 1920.



Valores tipicos de 7vao desde 0,05 a 0,25.

O efeito do alongamento ¢ de grande importanicia nesta
equagao.

Para asas com alongamento pequeno, existe uma diferenca
significativa entre a, € a.

No entanto, quando 4 - «,a - a,.

O efeito do alongamento na curva de sustentacao €
ilustrado na figura seguinte.

A medida que A reduz o dC,/da também reduz.

Tambem se pode ver a uniformizacao dos resultados para
um alongamento de 5, que mostra uma coincidéncia dos
valores.
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5.3.4. Significado Fisico

Considere-se, novamente, o modelo da teoria da linha
sustentadora de Prandtl.

Um numero infinito de vortices de ferradura sao
sobrepostos de tal forma que geram um linha de
sustentacdo na envergadura da asa juntamente com uma
folha de vortice que se estende para jusante.

Esta folha de vortice € o instrumento que induz downwash
na linha sustentadora.

A primeira vista, poder-se-ia considerar este modelo como
sendo abstracto: uma conveniéncia matematica que de
alguma forma produz bons resultados.

Mas, pelo contrario, o modelo tem significado fisico.



* No escoamento tridimensional em torno duma asa finita, as
linhas de corrente que deixam o bordo de fuga no
extradorso e intradorso possuem direc¢oes diferentes:
existe uma descontinuidade na velocidade tangencial no
bordo de fuga.
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No capitulo anterior, viu-se que € possivel, teoricamente,
uma mudanga descontinua de velocidade tangencial
através de uma folha de vortice.

Na vida real, tais descontinuidades ndao existem.

As velocidades diferentes no bordo de fuga geram um
regido fina com grandes gradientes de velocidade: uma
regiao fina de escoamento de corte com grande
vorticidade.

Assim, de facto uma folha de vorticidade estende-se para
jusante a partir do bordo de fuga da asa finita.

A folha tende a enrolar nas extremidades, ajudando a
formar os vortices de ponta de asa.

O modelo da linha de sustentacdao de Prandtl ¢, entao,
fisicamente consistente com escoamento real a jusante da
asa finita.



5.4. Método Numérico Nao Linear
da Linha de Sustentacao

O método classico da teoria da linha de sustentacdo de
Prandtl assume um avariacdo linear de C, com Q..

« Mas, a medida que o angulo de ataque se aproxima ¢
excede o angulo de perda, a curva de sustentacdo torna-se
nao linear.

« Nesta seccao vai fazer-se uma extensao simples da teoria
classica de Prandtl para ter em conta a parte nao linear da
curva de sustentacao.
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A teoria classica € essencialmente analitica: os resultados
sdao equacoes analiticas € nao uma solucao puramente
numerica.

E claro que, no fim, os coeficientes de Fourier 4, para uma
dada asa tém que ser obtidos da soluc¢do do sistema de
equagoes lineares algébricas.

Com o uso de computadores, os coeficientes podem ser
obtidos usando métodos de matriz padrao.

No entanto, esta teoria permite facilmente a obtencao de
uma solugdo puramente numerica, que permite a inclusao
dos efeitos ndo lineares.

Considere-se uma asa finita generica com forma em planta
¢ tor¢ao geomeétrica conhecidas e com perfis diferentes em
estagOes diferentes da envergadura.



* Dados experimentais da curva de sustentacdo de todos os
perfis, incluindo as zonas nado lineares, sao conhecidos.

« Um meétodo numérico iterativo para obter as caracteristicas
da asa finita desenvolve-se da seguinte forma:

1— Divide-se a asa num dado nimero de estagdes ao longo da
envergadura. A figura abaixo mostra k+1 estacdes em que n
designa qualquer estagdo desejada.

2— Para a asa dada com um determinado O, assume-se a distribuicao
de sutentagdo ao longo da envergadura (assumem-se valores para
M0, o, [, A distrigucao eliptica € uma boa escolha.
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Com a distribuicao de [ assumida, calcula-se o angulo de ataque
induzido @; em cada estacao.

1 [ (dT/dy)dy
4, =y, —y

O integral ¢ calculado numericamente. Usando a regra de Simpson,
tem-se

_ 1Ay & ), (dT ), (d ),
O'i( n) 477Voo 3 j;ﬁ( n_yj—l) 4( n_yj) ( n—yjﬂ)

A distancia entre estagdes ¢ Ay. Quando y, =y, , ¥}, .y, €Xiste
uma singularidade. Ela pode ser evitada substituindo o termo em
questao pela média das duas sec¢oes adjacentes.

ai(yn):

Usando a; do passo 3, obtém-se o angulo de ataque efectivo a4
para cada estacao

aeff(yn):a_ai(yn)

Com a distribuicao de @ do passo 4, obtém-se o coeficiente de
sustentacdo (C)),, em cada estacdo, da curva de sustentagao.



Com o (C)), do passo 5, calcula-se uma nova distribui¢do de
circulacao com o teorema de Kutta-Joukowski e a definicao de
coeficiente de sustentacao.

L'(yn) - pooVoor(yn) =§pooVofcn(Cl)n

Logo

r(yn) :%Voocn(cl)n

A corda local € ¢,. Ndo esquecer que n varia entre 1 e k+1.

A nova distribui¢cao de [ obtida em 6 ¢ comparada com os valores
usados no passo 3. Se os resultados do passo 6 nao concordarem
com as entradas do passo 3, gera-se uma nova entrada. Designando
a entrada anterior no passo 2 por [, € o resultado do passo 6 por
[ .., entdo a nova entrada para o passo 3 ¢

new?’

r = I_old +D (rnew - I_old)

input

D ¢ um factor de relaxagao para as iteragoes.



— O processo iterativo requer grande amortecimento com valores de
D na ordem de 0,05..

8— Os passos de 3 a 7 sdo repetidos em numero suficiente para [ €
[",,q concordem em cada estagdo da envergadura com o grau de
precisdo necessario.

9— Com o valor convergido de (), os coeficientes de sustentagdo e
arrasto induzido sdao obtidos com as equagodes

2 ¢b/2

C, :ﬁ _b/2r()’)dy
2 eb/2
Ch, :H _b/zr(J’)ai(y)dy

— O integral pode ser calculado usando a regra de Simpson.

« A figura seguinte mostra resultados tipicos deste método,
onde a distribuicdo de circulagdo fo1 calculada para trés
asas rectangulares de alongamentos diferentes.



A linhas a cheio obtiveram-se com a teoria classica de
Prandtl e os simbolos obtiveram-se com o método

numerico descrito acima.

Pode ver-se que a distribuicao de circulagdo tem um valor
relativamente alto na raiz da asa e cai para zero na ponta da

asa.
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e Outro exemplo do uso deste método numeérico esta
ilustrado na figura abaixo, que inclu1 o regime nao linear.

* O C, vs a ¢ mostrado para uma asa rectangular até um
angulo de ataque de 50°, muito acima da perda.

e Os resultados numéricos divergem dos resultados
experimentais no maximo 20 %.

Crp
1.0

-
0.6 ~

[ NACA 0015 rectangular wing
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O Experimental data (increasing o)
0.2 & Numerical data (fixed initial distribution)
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e Para estudos preliminares o método da bons resultados na
regiao pos perda.
« No entanto, nao ¢ aconselhavel aplicar a teoria da linha

sustentadora em casos t0a extremos, uma vez que o
escoamento ¢ grandemente 3D.

A figura abaixo mostra isto, sendo visivel a existéncia de
escoamento tranverso € uma grande zona de escoamento
separado.




5.5. Teoria da Superficie
Sustentadora

A teoria da linha sustentadora classica de Prandtl da

resultados razoaveis para asas rectas com alongamento de
moderado ate alto.

Para asas rectas de baixo alongamento, asa enflechadas e
asas delta, a teoria da linha sustentadora classica ¢
inapropriada.

| | |

Low aspect ratio Swept wing Delta wing
straight wing



Para tais asas € necessario um modelo mais completo.

Nesta seccao ¢, entdo, indroduzido um destes modelos ¢ a
sua implementacao.

Voltando a figura abaixo, a asa ¢ representada por uma
linha sustentadora com os seus vortices livres.

A circulagao [ varia com y ao longo da linha sustentadora.

Pode extender-se este modelo, colocando uma série de
linhas sustentadoras no plano da asa em diferentes
posi¢oes da corda.
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» Assim, coloca-se um grande niimero de linhas
sustentadoras todas paralelas ao eixo y e localizadas em
diferentes valores de x, como mostra a figura abaixo.

e No limite, com um nuamero infinito de linhas com
intensidade infinitesimal, obtém-se uma folha de vortice
em que as linhas de vortice estdo paralelas ao eixo y.
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A intensidade desta folha (por unidade de comprimento na
direccdo x) € ), em que yvaria na direc¢ao de y.

Cada linha sustentadora tem, em geral, uma intensidade
total diferente, pelo que gama tambeém varia com x.

Entdo, y= Ux,p).

Cada linha sustentadora tem um sistema de vortices livres,
logo a série de linhas sustentadoras € intersectada por uma
série de vortices livres sobrepostos paralelos ao eixo x.

No limite, com um niimero infinito de vortices
infinitesimamente fracos, estes vortices livres formam
outra folha de vértices de intensidade O (por unidade de
comprimentona direccao y).



Considerando uma tnica linha paralela ao eixo x, €
movendo-nos ao longo desta do bordo de ataque para o de
fuga, encontramos um novo vortice livre sobreposto cada
vez que se atravessa uma linha sustentadora.

Logo, Ovaria com x.

Os vortices livres sao simplesmente parte dos sistemas de
vortice de ferradura, cujos bordos de ataque formam as
varias linhas sustentadoras.

Uma vez que a circulagao em torno de cada linha
sustentadora varia na direcc¢ao y, as intensidades de
vortices livres diferentes sao, em geral, diferentes.

Entdo, 0= dx,y), como mostra a figura anterior.

As duas folhas de vortice resultam numa superficie
sustentadora distribuida por toda a superficie da asa.



Em qualquer ponto na superficie, a intensidade da
superficie sustentadora ¢ dada por ye 0, que sao funcgoes de
Xey.

Assim, )= Kx,y) € a distribui¢ao da intensidade do vortice
ao longo da envergadura e 0= d(x,y) ¢ a distribuicao da
intensidade do vortice ao longo da corda.

A jusante do bordo de fuga, s6 existem vortices livres (ndo
existem vortices paralelos a y).

Entao, a esteira consiste, apenas, nos vortices na direcgao
da corda.

A intensidade da folha de vortice da esteira € O, (por
unidade de comprimento na direcc¢ido y).

Uma vez que, na esteira, os vortices livres ndo cruzam
nenhuma linha de vortice a sua intensidade € constante em
X.



Entdo, na esteira, 0, depende apenas de y e ¢ igual ao valor
no bordo de fuga.

Considere-se, agora, o ponto P com posi¢ao (x,y) na asa.

A superficie sustentadora e a folha de vortice da esteira
induzem uma componente normal da velocidade w(x,y) no
ponto P.

Deseja-se que a superficieda asa seja uma superficie de
corrente do escoamento: a soma de w(x,y) € a componente
normal da velocidade do escoamento uniforme tem que ser
zero em todos 0s pontos da asa.

O cerne da teoria da superficie sustentadora € encontrar
Kx,y) e Ax,y) para que o escoamento seja puramente
tangencial em todos os pontos da asa (J,(y) ndo € uma
verdadeira incdgnita porque € igual a dx,y) no bordo de
fuga).



* E necessario, entdo, obter uma expressao para a velocidade
induzida normal w(x,y) em funcdo de ); oe O,

» A figura abaixo mostra parte da planta de uma asa.
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Considere-se o ponto com coordenadas (&,1).

Neste ponto, a intensidade do vortice ao longo da
envergadura ¢ K ¢,7).

Considere-se uma fina tira da folha de vortice ao longo da
envergadura com comprimento d¢ na direc¢ao x.

A intensidade deste filamento ¢ W/ e extende-se na
direccao y (ou 7).

Considere-se, também, o ponto P localizado em (x,y) a
uma distancia r do ponto (&,7).

Da le1 de Biot-Savart, a velocidade incremental induzida

em P por um segmento d/) desta tira de vortice de
intensidade /¢ é

I dixr _ jdé (dn)rsen8

dv| =
‘ ‘ 4 ‘r‘?) | 4 7"3




Examinando a figura anterior € usando a regra da mao
direita para a intensidade ), |dV| € induzido para baixo, no
sentido negativo de z.

Entao, (dw)y=-|dV|.
Sabendo que senf= (x-¢&)/r tem-se

y (x=&)dédn
4n o

(dw), = -

Considerando a contribuicao do vortice elemntar na
direccao da corda com intensidade i, a velocidade
induzida em P ¢

__ 0 (y-n)aé&n
(dw)5 - 4n =

A velocidade induzida em P por toda a superficie
sustentadora ¢ obtida integrando sobre toda a superficie S.



* A velocidade induzida em P pela esteira completa ¢ dada
por uma equacgao 1déntica a esta equagao, mas substituindo
Jopor 9, e integrando sobre a superficie W.

e Sabendo que

= -

* A velocidade normal induzida em P pela superficie
sustentadora e pela esteira ¢

il e
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Agora, € necessario resolver esta equagao em ordem a

Ké,n) e Aé,n) de foram que a soma de w(x,y) com a
componente normal de V_, seja zero.

Ou seja, para que o escoamento seja tangente a superficie
S.

A solucao ¢ obtida numericamente com um procedimento
idénctico ao caso 2D.

A superficie da asa ¢ dividida num niimero de painéis.

Em cada painel escolhe-se a variacao de ye o(pode ser
constante, linear, etc.).

Escolhem-se pontos de controlo onde a velocidade normal
tem que ser zero.

Com uma equagao semelhante a anterior para cada painel
forma-se um sistema de equac¢des simultaneas que €
resolvido para ye dem todos os painéis.



Meétodo “Vortex Lattice”

« Existe um método relacionado mas mais simples que
consiste em sobrepor um numero finito de vortices de

ferradura com intensidades diferentes I, na superficie da
asa.

* A figura abaixo mostra parte de uma asa finita.




As linhas a traco interrompido definem um painel na
superficie da asa em que / ¢ o comprimento do painel na
direccao do escoamento.

O painel ¢ trapezoidal (ndo necessita de ser quadrado ou
rectangular).

Um vortice de ferradura, abced, de intensidade [, €
colocado no painel de forma ao segmento bc estar a uma
distancia //4 da frente do painel.

A 3//4 da frente do painel coloca-se o ponto de controlo.

A velocidade induzida num ponto P por um vortice de
ferradura pode ser obtido pela le1 de Biot-Savart
considerando as linhas de vortice ab, bc e cd
separadamente.

Agora, cobre-se a asa completamente por vortices de
ferradura.



A figura abaixo mostra uma asa com um numero finito de
paingis.

Num painel, no bordo de ataque, tem-se o vortice de
ferradura abcd.

No painel atras deste tem-se o vortice aefd.

No seguinte, tem-se aghd, e no seguinte, tem-se aijd, etc..

Toda a asa esta coberta por esta rede de vortices de
ferradura com intensidade [,




 Em qualquer ponto de controlo P, a velocidade normal
induzida por todos os vortices de ferradura obtém-se da le1
de Biot-Savart.

* A acondi¢gcao de escoamento tangente ¢ aplicada em todos
os pontos de controlo, resulta um sistema de equacgoes
algébricas simultaneas que ¢ resolvido para as incognitas

-

 Este método numérico chama-se vortex lattice method
(VLM) e esta bastante difundido para a analise das
caracteristicas de asas finitas.

n.
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