Exemplo 4.03:

Um elemento triangular com extensfes constantes tem coordenadas dos cantos 1(0,0), 2(4,0) e
3(2,2) relativamente a um sistema e eixos cartesiano Oxy e tem uma espessura unitéria. Se a matriz
de elasticidade tem elementos Dj; =Dy =a, D1 =Dy =b, D13 =Dy3=D3; =D3, =0 e D33 =c,
derive a matriz de rigidez do elemento.

Tendo em conta os dados do problema, o elemento finito tem a configuracéo da figura 4.03-
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Figura 4.03-1  Elemento finito do exemplo 4.03.

Da equacdo(4.55) tém-se as funcdes de aproximacado dos deslocamentos

u(x,y)= oy +a, X +azy
V(X,Y)=a, +asX+agy

Comecando pelo deslocamento u, tem-se parao né 1

U =u(0,0)=y +,(0)+ ,(0) =1, (i)
para o no 2

U, =U(4,0)= o+, (4)+ 23(0) = o, + 4ax, (ii)
eparaonod 3

Uy =U(2,2) =0y +a,(2)+ 3(2) = o + 22, + 2024 (iii)

Da equacéo (i), obtém-se
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=Y (iv)
das equagdes (ii) e (iv), obtém-se

Up—ay; Uy —Ug
= Vv
4 4 (V)

a2:

e das equacdes (iii) e (v), obtém-se

o2 2 B 4 4

Substituindo, agora, o1, o, € a3 ha equacdo de u em (4.55), tem-se

4 4

X X .
u= [l—z—%)ul +(Z—%)u2 +%u3 (vii)

ou

Nesta equacdo os coeficientes dos deslocamentos nodais sédo as funcdes de interpolagdo dos

deslocamentos nodais.
A equacdo do deslocamento v obtém-se de forma similar a partir da segunda equacdo de (4.55).

Assim,

X X
V= [1—2—%jv1 J{Z_%)VZ +%v3 (viii)

Agora, calculando as extensdes, usando as equagoes (4.61), tem-se

gX:—_
OX 4 4

g = W Ve
o 4 4 2

py = Y W U Uy W
oy ox 4 4 2 4 4

ou u, u
_h

Com as extensdes em funcdo dos deslocamentos nodais, pode construir-se a equagao (4.62c) na
forma
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&) [0 1 0 o00]
e}=1s, =%0 -1 0 -1 0 2| 2t=[B])
7y -1 -1-11 20

Dos dados tem-se, para a matriz de elasticidade

a b 0
[D]=|b a 0
0 0 c

e, entdo

1—10 1 0 0 Ofja b O -a -b a -b 0 2b
[D[B]=={ 0 -1 0 -1 0 2|b a 0|==|-b -a b -a 0 2a
-1 -1 -1 1 2 00 0 c -c -¢c -¢c ¢ 2¢ O

a+c b+c -a+c b-c -2c -2b]
b+tc a+c -b+c a-c -2c -2a
—-a+c -b+c a+c -b-c -2¢ 2b
b-c a-c¢c -b-c a+c 2c -2a
-2C -2c -2c 2C 4c 0

| -2b  -2a 2b -2a 0 4a

(8] [D]B]-—

1

D

Finalmente, da equacéo (4.78) pode escrever-se a matriz de rigidez do elemento
[Ke]: [[B]r [D][B]At]

onde a area do elemento é A= % x4x2=4 eaespessuraé t=1. Entdo
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[a+c  b+c -a+c b-c -2c -2b]
b+c a+c -b+c a-c -2c¢ -2a
[Ke]zl -a+c —-b+c a+c -b-c -2¢ 2b
4/ b-c¢ a-c¢ -b-c a+c 2c -2a

-2c —-2C -2C 2C 4c 0
| —-2b  -2a 2b -2a 0 4a

Notar as propriedades da matriz: se simétrica; ter todos os elementos da diagonal positivos; a soma
de qualquer coluna e qualquer linha se nula.
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