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UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR 
 

CURSO: .................. MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA AERONÁUTICA – 3º ANO 

UNIDADE CURRICULAR:...................................... ESTRUTURAS AEROESPACIAIS II – 10373 

 

 

FORMULÁRIO 
 

Lei das Misturas 
 

𝐸1 = 𝑉𝑓𝐸𝑓 + 𝑉𝑚𝐸𝑚  ,  𝜈12 = 𝑉𝑓𝜈𝑓 + 𝑉𝑚𝜈𝑚 

 

Rotação de tensões 
 

{

𝜎1
𝜎2
𝜎12
} = [

𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

] {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦

} 

 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦

} = [
𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

] {

𝜎1
𝜎2
𝜎12
} 

 

Rotação de extensões 
 

{

𝜀1
𝜀2
𝜀12
} = [

𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

−2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
} 

 

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
} = [

𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

] {

𝜀1
𝜀2
𝜀12
} 

 

Relações tensão-extensão 
 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦

} = [

𝐾̄11 𝐾̄12 𝐾̄13
𝐾̄21 𝐾̄22 𝐾̄23
𝐾̄31 𝐾̄32 𝐾̄33

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
} 

 

{
  
 

  
 
𝐾̄11
𝐾̄22
𝐾̄33
𝐾̄12
𝐾̄13
𝐾̄23}

  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑚4 𝑛4 2𝑚2𝑛2 4𝑚2𝑛2

𝑛4 𝑚4 2𝑚2𝑛2 4𝑚2𝑛2

𝑚2𝑛2 𝑚2𝑛2 −2𝑚2𝑛2 (𝑚2 − 𝑛2)2

𝑚2𝑛2 𝑚2𝑛2 𝑚4 + 𝑛4 −4𝑚2𝑛2

𝑚3𝑛 −𝑚𝑛3 𝑚𝑛3 −𝑚3𝑛 2(𝑚𝑛3 −𝑚3𝑛)

𝑚𝑛3 −𝑚3𝑛 𝑚3𝑛 −𝑚𝑛3 2(𝑚3𝑛 − 𝑚𝑛3)]
 
 
 
 
 

{

𝐾11
𝐾22
𝐾12
𝐾33

} ,𝑚 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝑛 = 𝑠𝑒𝑛𝜃 

 

𝐾11 =
𝐸1

1 − 𝜐12𝜐21
 ;  𝐾12 =

𝜐21𝐸1
1 − 𝜐12𝜐21

=
𝜐12𝐸2

1 − 𝜐12𝜐21
 ;  𝐾22 =

𝐸2
1 − 𝜐12𝜐21

 ;  𝐾33 = 𝐺12 

 

Relações extensão-tensão 
 

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
} = [

𝑆̄11 𝑆̄12 𝑆̄13
𝑆̄21 𝑆̄22 𝑆̄23
𝑆̄31 𝑆̄32 𝑆̄33

] {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦

} 
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{
  
 

  
 
𝑆̄11
𝑆̄22
𝑆̄33
𝑆̄12
𝑆̄13
𝑆̄23}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑚4 𝑛4 2𝑚2𝑛2 𝑚2𝑛2

𝑛4 𝑚4 2𝑚2𝑛2 𝑚2𝑛2

4𝑚2𝑛2 4𝑚2𝑛2 −8𝑚2𝑛2 (𝑚2 − 𝑛2)2

𝑚2𝑛2 𝑚2𝑛2 𝑚4 + 𝑛4 −𝑚2𝑛2

2𝑚3𝑛 −2𝑚𝑛3 2(𝑚𝑛3 −𝑚3𝑛) 𝑚𝑛3 −𝑚3𝑛

2𝑚𝑛3 −2𝑚3𝑛 2(𝑚3𝑛 −𝑚𝑛3) 𝑚3𝑛 − 𝑚𝑛3]
 
 
 
 
 

{

𝑆11
𝑆22
𝑆12
𝑆33

} ,𝑚 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝑛 = 𝑠𝑒𝑛𝜃 

 

𝑆11 =
1

𝐸1
 ;  𝑆12 = −

𝜐21
𝐸2

= −
𝜐12
𝐸1

 ;  𝑆22 =
1

𝐸2
 ;  𝑆33 =

1

𝐺12
 

 

Critério de falha de Tsai-Hill 
 

𝑓 = (
𝜎1
𝑋
)
2

+ (
𝜎2
𝑌
)
2

+ (
𝜎12
𝑆
)
2

− (
𝜎1
𝑋
) (
𝜎2
𝑋
) 

 

Análise de laminados 
 

{

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

} = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13
𝐴21 𝐴22 𝐴23
𝐴31 𝐴32 𝐴33

] {

𝜖𝑥
𝜖𝑦
𝜖𝑥𝑦

}  ,  𝐴𝑖𝑗 = ∑ 𝑡𝑝(𝐾𝑖𝑗)𝑝
𝑁
𝑝=1   ,  𝑖 = 1,3  ,  𝑗 = 1,3 

 

{

𝜖𝑥
𝜖𝑦
𝜖𝑥𝑦

} = 𝑡 [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦

} 

 

𝑎11 = (𝐴22𝐴33 − 𝐴23
2 ) 𝐴𝐴⁄

𝑎22 = (𝐴11𝐴33 − 𝐴13
2 ) 𝐴𝐴⁄

𝑎33 = (𝐴11𝐴22 − 𝐴12
2 ) 𝐴𝐴⁄

𝑎12 = (𝐴13𝐴23 − 𝐴12𝐴33) 𝐴𝐴⁄

𝑎13 = (𝐴12𝐴23 − 𝐴22𝐴13) 𝐴𝐴⁄

𝑎23 = (𝐴12𝐴13 − 𝐴11𝐴23) 𝐴𝐴⁄

𝐴𝐴 = 𝐴11𝐴22𝐴33 + 2𝐴12𝐴23𝐴13 − 𝐴22𝐴13
2 − 𝐴33𝐴12

2 − 𝐴11𝐴23
2

 

 

𝑡 [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] =

[
 
 
 
 
 
 
1

𝐸𝑥
−
𝜈𝑦𝑥

𝐸𝑦
−
𝑚𝑥

𝐸𝑥

−
𝜈𝑥𝑦

𝐸𝑥

1

𝐸𝑦
−
𝑚𝑦

𝐸𝑦

−
𝑚𝑥

𝐸𝑥
−
𝑚𝑦

𝐸𝑦

1

𝐺𝑥𝑦 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

Análise de vigas de secção de paredes finas com diferentes materiais 
 

Carga axial: 

𝜎𝑍 = 𝐸𝑍,𝑖𝜀𝑧 = 𝐸𝑍,𝑖
𝑃

∑ 𝐴𝑗𝐸𝑧,𝑗
𝑛
𝑗=1

 

 

Flexão: 

𝜎𝑍 = 𝐸𝑍,𝑖 [(
𝑀𝑌𝐼𝑋𝑋

′ −𝑀𝑋𝐼𝑋𝑌
′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ − 𝐼𝑋𝑌
′ 2 )𝑋 + (

𝑀𝑋𝐼𝑌𝑌
′ −𝑀𝑌𝐼𝑋𝑌

′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ − 𝐼𝑋𝑌
′ 2 )𝑌] 

 

Corte: 

𝑞𝑠 = −𝐸𝑍,𝑖 [(
𝑆𝑋𝐼𝑋𝑋

′ − 𝑆𝑌𝐼𝑋𝑌
′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ − 𝐼𝑋𝑌
′ 2 )∫ 𝑡𝑖𝑋𝑑𝑠

𝑠

0

+ (
𝑆𝑌𝐼𝑌𝑌

′ − 𝑆𝑋𝐼𝑋𝑌
′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ − 𝐼𝑋𝑌
′ 2)∫ 𝑡𝑖𝑌𝑑𝑠

𝑠

0

] + 𝑞𝑠,0 

 

𝑞𝑠 = −𝐸𝑍,𝑖 [(
𝑆𝑋𝐼𝑋𝑋

′ −𝑆𝑌𝐼𝑋𝑌
′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ −𝐼𝑋𝑌
′ 2) ∑ 𝐵𝑟𝑋𝑟

𝑛
𝑟=1 + (

𝑆𝑌𝐼𝑌𝑌
′ −𝑆𝑋𝐼𝑋𝑌

′

𝐼𝑋𝑋
′ 𝐼𝑌𝑌

′ −𝐼𝑋𝑌
′ 2)∑ 𝐵𝑟𝑌𝑟

𝑛
𝑟=1 ] + 𝑞𝑠,0  para secção idealizada 
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𝑆𝑋𝜂0 − 𝑆𝑌𝜉0 = ∮𝑝𝑞𝑏 + 2𝐴𝑞𝑠,0 

 

Torção: 
𝑑𝜃

𝑑𝑍
=
𝑇

𝐺𝐽
 

 

𝐺𝐽 =
4𝐴2

∮
𝑑𝑠

𝐺𝑋𝑌,𝑖𝑡𝑖

  para secções fechadas 

 

𝐺𝐽 =
1

3
∫ 𝐺𝑋𝑌,𝑖𝑡𝑖

3𝑑𝑠
𝑠𝑒𝑐

  para secções abertas 

 

𝑞 =
𝑇

2𝐴
  para secções fechadas 

 

𝜏 = 2𝐺𝑋𝑌,𝑖𝑛
𝑑𝜃

𝑑𝑍
  para secções abertas 

 

Área do “boom” associada a uma estrutura idealizada 
 

𝐵𝑟 = 𝐴𝑟 +
1

𝐸𝑍,𝑟
∑𝐸𝑍,𝑗

𝑡𝑗𝑏𝑗

6
(2 +

𝜎𝑍,𝑗

𝜎𝑍,𝑟
)

𝑁

𝑗=1

 

 

Matriz de rigidez de uma treliça articulada 
 

[𝐾𝑖𝑗] =
𝐴𝐸

𝐿

[
 
 
 
𝜆2 𝜆𝜇 −𝜆2 −𝜆𝜇

𝜆𝜇 𝜇2 −𝜆𝜇 −𝜇2

−𝜆2 −𝜆𝜇 𝜆2 𝜆𝜇

−𝜆𝜇 −𝜇2 𝜆𝜇 𝜇2 ]
 
 
 

 , 𝜆 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝜇 = 𝑠𝑒𝑛𝜃 

 

Força interna: 

𝑆𝑖𝑗 =
𝐴𝐸

𝐿
[𝜆 𝜇]𝑖𝑗 {

𝑢𝑗 − 𝑢𝑖
𝑣𝑗 − 𝑣𝑖

} 

 

Matriz de rigidez de uma viga uniforme 
 

[𝐾𝑖𝑗] = 𝐸𝐼

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12𝜇2

𝐿3
−
12𝜆𝜇

𝐿3
6𝜇

𝐿2
−
12𝜇2

𝐿3
12𝜆𝜇

𝐿3
6𝜇

𝐿2

−
12𝜆𝜇

𝐿3
12𝜆2

𝐿3
−
6𝜆

𝐿2
12𝜆𝜇

𝐿3
−
12𝜆2

𝐿3
−
6𝜆

𝐿2

6𝜇

𝐿2
−
6𝜆

𝐿2
4

𝐿
−
6𝜇

𝐿2
6𝜆

𝐿2
2

𝐿

−
12𝜇2

𝐿3
12𝜆𝜇

𝐿3
−
6𝜇

𝐿2
12𝜇2

𝐿3
−
12𝜆𝜇

𝐿3
−
6𝜇

𝐿2

12𝜆𝜇

𝐿3
−
12𝜆2

𝐿3
6𝜆

𝐿2
−
12𝜆𝜇

𝐿3
12𝜆2

𝐿3
6𝜆

𝐿2

6𝜇

𝐿2
−
6𝜆

𝐿2
2

𝐿
−
6𝜇

𝐿2
6𝜆

𝐿2
4

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝜆 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝜇 = 𝑠𝑒𝑛𝜃 

 

Força e momento internos: 

{
𝑆𝑦
𝑀
} = 𝐸𝐼 [

12

𝐿3
−
6

𝐿2
−
12

𝐿3
−
6

𝐿2

12

𝐿3
𝑥 −

6

𝐿2
−
6

𝐿2
𝑥 +

4

𝐿
−
12

𝐿3
𝑥 +

6

𝐿2
−
6

𝐿2
𝑥 +

2

𝐿

]{

𝑣̅𝑖
𝜃𝑖
𝑣̅𝑗
𝜃𝑗

} 

 

Mecânica da fratura 
 

𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 𝐶(Δ𝐾)𝑚  ,  𝑁𝑟 =

1

𝐶(Δ𝜎)𝑚
∫

𝑑𝑎

(Y√𝜋𝑎)
𝑚

𝑎𝑓
𝑎𝑖
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Fator de intensidade de tensão: 

𝐾𝐼 = 𝑋𝑌𝜎√𝜋𝑎 
 

Aeroelasticidade 
 

Velocidade de divergência: 

𝑈𝑑 = √
2𝑘𝜃

𝜌𝑆(𝑥𝑒𝑎 − 𝑥𝑎𝑎)
𝑑𝐶𝑙
𝑑𝛼

 

 

 

 

 


