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Estruturas em Materiais Compositos

1. Introducao

Uma proporc¢ao cada vez maior das estruturas aeroespaciais
modernas é fabricada em materiais compositos.

Na maior parte dos casos, estas estruturas consistem em
camadas em que filamentos rigidos e resistentes (fibra de
carbono por exemplo) estao embebidos numa matriz (epoxy ou
polyester por exemplo).

A utilizacao dos compoésitos pode resultar em reducoes
importantes no peso em relacao a estruturas metalicas.

Também tém a vantagem de permitir orientar as fibras em
laminados de varias camadas de acordo com a direcao dos
esforcos principais em dada posicao, permitindo um projeto
mais eficiente.
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Estruturas em Materiais Compositos

Existem dois tipos de analise dos materiais compositos:

Na primeira analise, micromecanica, os materiais constituintes
(fibras e matriz) sao consideradas separadamente.

As propriedades do compo6sito variam de ponto para ponto numa
direcao particular dependendo se est4 a analisar-se a fibra ou a
matriz.

Na segunda analise, macromecanica, o material composito é
considerado como um todo pelo que as propriedades nio mudam
de ponto para ponto numa dada direcao.

Geralmente, o projeto e analise dos materiais compositos sao
baseados na macromecanica.
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Inicialmente, sera considerada, de forma breve, a micromecanica
para determinar as constantes elasticas de uma camada com base
nas propriedades dos seus constituintes.

Depois serao calculadas as tensoes correspondentes num laminado.

Estruturas em Materiais Compositos
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« Os materiais compo6sitos sao cada vez mais usados em estruturas
primarias em varias areas:
— Comercial;
— Inddstria;
— Aeronautica;
— Maritima;

— Recreio e outras...

Estruturas em Materiais Compositos
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Estruturas em Materiais Compositos

_+¢=.

Fibra/filamento/reforco: Matriz: Composito:
Alta resisténcia Boas propriedades Alta resisténcia
Alta rigidez ao corte Alta rigidez
Baixa densidade Baixa densidade Boas propriedades
ao corte

Baixa densidade
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2. Estruturas em composito

Partes em composito para aplicacoes aeronauticas sao definidas
por:

— Material, processo de fabrico, e especificacoes de fabrico

— Margens do material (defeitos de processamento, danos, ambiente)

Estes tém como base requisitos da regulamentacao

A aplicacao mais eficiente em estruturas em compoésito de
daeronaves oCcorre emni.

— Partes altamente carregadas e espessuras importantes

— Cargas de fadiga elevadas (estrutura da fuselagem e asas, etc.)

— Areas suscetiveis a corrosao (fuselagem, etc.)

— Reducao critica do peso (empenagens, asas, fuselagem, etc.)

A sua utilizacido tem que ser justificada por beneficios de baixo
peso e custos admissiveis
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« Requisitos para as margens do material:

— FAR 25.613, “Material Strength Properties”

» Base estatistica
» Efeitos ambientais tidos em conta
- MIL-H-17B

— FAR 25.615, “Design Properties”
« “A” base para caminho de carregamento tnico
« “B” base para estrutura redundante

— EASA CS 25.613 e CS 25.615 idénticas as normas FAR

Estruturas em Materiais Compositos
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« Normas para materiais estruturais:

— FAR 25.603, “Materials”

« Aplicabilidade e durabilidade estabelecida por ensaios
« Conformidade com especificacOes para garantir a resisténcia
« Tem em conta condi¢oes ambientais

— FAR 25.605, “Fabrication Methods”
« Os métodos de fabrico devem produzir estruturas consistentemente fiaveis (repetibilidade)
« Meétodos novos devem ser validados por ensaios

— FAR 25.609, “Protection of Structure”

« Protecdo contra deterioracao e perda de resisténcia

Estruturas em Materiais Compositos

— EASA CS 25.603, CS 25.605 e CS 25.609 idénticas as normas FAR
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« Recomendacoes para materiais compositos:

— FAA AC 20-107A, “Composite Aircraft Structure”

« Apresenta meios aceitaveis (mas nao os unicos) para certificar estruturas em compositos
avancados

— FAA AC 21-26, “Quality Control for the Manufacture of Composite

Structure”

« Apresenta meios aceitaveis (mas nao os inicos) para cumprir com os requisitos de controlo de
qualidade da FAR 21

— EASA AMC to CS 25.603, “Composite Aircraft Structure”, idéntico a FAA AC
20-107A

Estruturas em Materiais Compositos
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« Reducao de resisténcia dos materiais compositos:

[72] .

£ Reduction | | _

é of the -4— Processing anomalies

§ allowable » Surface irregularities
» Splicin

2 stress wp -ing

= Y e + Waviness

g * Inclusions

£ Stress » Volds

2 - Damage

—

g » Visible damage

B * Nonvisible damage

= Allowable

* Repair (holes, etc.)

design Design

region « Environment
. ).‘ | Allowable strain

Strain reduction
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2. Estruturas em composito

Material compdsito no EMB 170

Painel sanduiche: Laminado sélido:
Vidrolepdxi ——— Vidrofepixi — — —
Carbono/epixi —-—-— Carbonofepoxi --------wmee + — — Rudder - Fairing tip
Vidro/aramida/ epoxi =—— =— Iy
e Rudder

Lo
Vtzrﬁcal st.a.hilizer - I—':fmn_g tip — :.‘,- , = — Elevator - Root fairing
Vertical stabilizer - Leading edge — -
Winglet - Leading edge — — Dorsal fin —

Aileron

Elevator

| — — Elevator - Fairing tip

-~ Floor panel =——-=—

Flap fairings |
Outboard flap |
Inboard flap !
Stub upper panel 1
Radome — —

. s
f aa Spoilers ;o

— Horizontal stabilizer - Fairing ti
£ Shrouds "l E 1P

— Sliding plates

1 Filet leading edge
Wing to fuselage fairing — - —~ Y Engine nacell panels
— —— Veentral speed brake

Figura 2. Vista explodida da aeronave EMB-170. mostrando os componentes fabricados em compésitos poliméricos avancados (cortesia da Embraer).
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« (Cargas no aviao:

Estabilizador vertical:
- Carregamento estitico e dinfimico
- Rajadas laterais

Impacto de passaro
Pressiao aerodinimica Leme:
- Carregamento estitico e aerodinimico

- Esforgo principal: pressio aerodinimica

Fuselagem superior:
- Carregamento estitico ¢ dindmico
- Esforgo principal: pressurizacio e cargas aerodindmicas

Asa extradorso:
- Carregamento estitico e dinimico
- Esforco principal: Compressio

Radnmc:

- Impacto de pdssaro
- Pressiao aerodindmica

—

L N B B N N
Estabilizador horizontal:

- Carregamento estatico e dinfimico
- Esforco principal:

intradorso - tragio

Fuselagem inferior: Asa intradorso: extradorso - compressio

Trem de pouso: . - Carregamento estitico e dindimico ~ Carrcgamclnln:] L"Sl_‘iiUCD_l} dinamico
= (.amgﬂ"'ﬂ:n“} ¢$lﬁl]¢ﬂ e de pﬂuﬁﬂ - Hstbrqﬂ I}r-incipal: I}rcss.uri?_aqﬁﬂ I - E-Sfﬂl-gﬂ‘ pnn{"’]pal' T.Tﬂ.'l;ﬂﬂ
cargas dinimicas

Estruturas em Materiais Compositos
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.1. Terminologia

e« Camada:

— E usualmente um arranjo plano de fibras unidirecionais ou entrelacadas
(tecido) numa matriz.

& — Uma camada unidirecional é um material ortotropico e assume-se como
8 sendo homogéneo.
§ — A mecanica de uma tnica camada forma a base do comportamento de um
2 laminado.
5
E
=
= 7 f
) () / / / (6]
2]
£ [ [/ y
g 5 7 7 7 o,
S | © O o
n
=

Unidirectional Woven fibres

ply ply
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.1. Terminologia

« Eixos:

— Eixos do material/Eixos principais/Eixos de simetria — eixos
perpendiculares entre si paralelo e perpendicular a direcao das fibras.

— Fibra/longitudinal — direcao 1

— Matriz/transversal — direcao 2

— Eixos de referéncia/Eixos estruturais/Eixos de carregamento — eixos
perpendiculares entre si paralelo e perpendicular a uma direcao de
referéncia geralmente coincidente com o sistema de eixos do carregamento

externo. Este sistema de eixos tem interesse quando as fibras nao estao
paralelas a um dos eixos de referéncia.

Estruturas em Materiais Compositos

/ \
2 ‘,//i;:::::::::;// \\ _ ’_; (material axes)

/ \ L
! 2 (reference axes)
1
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.1. Terminologia

« Laminado:

— E um conjunto (uma pilha) de camadas coladas com varias orientacoes do
material em cada camada.

— Geralmente, as camadas do laminado sao unidas pela mesma matriz usada
nas camadas.

— O empilhamento é executado de forma a escolher as propriedades nas varias
direcoes para corresponder as condicoes de carregamento do elemento

estrutural.
[——/7
//////\
/8 N N\ \ 7,
/] ] ]

Estruturas em Materiais Compositos

18



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.1. Terminologia

« Material Ortotropico:
— A definicao geral de um material composito ortotrépico de duas dimensoes
é:
“am corpo com propriedades geralmente diferentes em duas direcoes
perpendiculares entre si num ponto do corpo
e

tem dois planos de simetria de propriedades do material perpendiculares entre
si num ponto do corpo”.

Estruturas em Materiais Compositos

19 Two mutually perpendencular planes of
material properties symmetry
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3. Teoria de laminados

3.2. Propriedades da camada

A analise da rigidez e da resisténcia macroscopica depende das

constantes elasticas E, E, G, v,, e das resisténcias basicas X, X,
Y,Y,S.

Sendo estes valores conhecidos, pode proceder-se a analise das

camadas de composito fibroso.

Os métodos para prever a variacao dos valores de elasticidade e
de resisténcia com a quantidade relativa de fibras e de matriz
permitem evitar a avaliacao experimental dos mesmos para cada
combinacao possivel durante a fase de projeto.

A previsao destas propriedades da camada envolve a
micromecanica, enquanto as medicoes das propriedades da
camada e a sua aplicacao na analise envolve a macromecanica.




ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.2. Propriedades da camada

« O estudo da micromecanica da camada tem duas metodologias:

— Resisténcia dos materiais: modelo matematico relativamente simples que
da o conhecimento basico do comportamento do material compoésito;

— Teoria de elasticidade: envolve solucoes matematicas com elevado rigor.

« Sera considerada a metodologia da resisténcia dos materiais.

Estruturas em Materiais Compositos
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ll , 3. Teoria de laminados
l 3.2. Propriedades da camada

e Pressupostos:

— As fibras sao:

« Homogéneas

« Isotropicas

« Linearmente elasticas

« Espacadas regularmente
« Perfeitamente alinhadas

— A matriz é:
« Homogénea
« Isotropica
« Linearmente elastica

— A camada do material compoésito é:
« Macroscopicamente homogénea

Estruturas em Materiais Compositos

« Macroscopicamente ortotropica
o Linearmente elastica
o Inicialmente sem tensao

— Existe uma colagem (aderéncia) perfeita entre as fibras e a matriz e nao
existem espacos vazios

22
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3. Teoria de laminados

3.2. Propriedades da camada

« Notacao:

v — volume

V — fragdo volumica: Vi=v/v.; V,,=v,,/v,
w — massa

W — fracao massica: W=wjw, ; W,=w,,/w,
© — massa volimica

v — coeficiente de Poisson

E — mo6dulo de Young

G — moédulo de corte

o — tensoes normais (diretas) ou de corte

¢ — extensoes normais (diretas) ou de corte
A — area transversal da seccao

b — largura

0 — deslocamento

P - forca



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.1. Fracoes voliimicas e massicas

« As proporcoes relativas da fibra e da matriz no composito sao
preponderantes nas propriedades da camada, sendo que essas
proporc¢oes sao expressas em fracao volimica ou em fracao
massica.

« A fracoes massicas sao mais faceis de determinar aquando do
fabrico (ou processamento) do compésito ou por testes depois
do fabrico.

« No entanto, sao as fracoes voliimicas que sao usadas para a
analise micromecanica.

« Assim, é necessario saber a relacao entre as fracoes volimicas e
as fracoes massicas do composito.

Estruturas em Materiais Compositos

« Isto € conseguido através da massa voliimica do composito.

24



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.1. Fracoes volimicas e massicas

« Relacoes volume-massa:
— As fracoes volimicas da fibra e da matriz sao por definicao:

Vi=— ; V,=-" (1.01)

— As fracoes massicas da fibra e da matriz sao por definicao:

W
W,=—" ; w,="n (1.02)

w w

c c

— Asrelacoes entre as fracoes volimicas e méssicas sao:

Estruturas em Materiais Compositos

P . _ P
Vi= o W V=W (1.03)
. P . . Pm
Wf - Vf ' Wm - Vm (104)
o Le

25



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.1. Fracoes volimicas e massicas

« Massa volimica do compdsito:
— A massa total do compoésito é:

W, =W, +W_ (1.05)
g — A massa volimica do composito é:
é _p Yy, Y
8 Pe = Px VC Pm VC (106)
k — Em termos das fracoes volimicas:
£
i pc :pfvf +,0me (107)
é — Assumindo que nao ha vazios, o volume total do composito é:
é Vc = Vf +Vm (108)
= — Em termos das fracoes massicas:

1 Wy w

=—+— (1.09)
P c P f P m

26



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.1. Fracoes volimicas e massicas

« Espessura da camada:

onde y; € a massa da fibra por unidade de area.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados

ll l , 3.2. Propriedades da camada
3.2.1. Fracoes volimicas e massicas

« Elemento representativo:
— Camada unidirecional:

: [TTTTTTT T3 e 0

g [ et [

S [T LTIl 0

5 [TT777777 °™ 0
j// // ;égzing | O

28
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Uma camada simples de uma estrutura em composito pode ser
considerada ortotropica com duas direcoes principais do material
no seu proprio plano: uma paralela a direcao dos filamentos
(direcao longitudinal, [, ou direcao 1) e outra perpendicular a
direcao dos filamentos (direcao transversal, t, ou direcao 2).

e Mobdulo longitudinal, E.:

— Na figura 1.01, uma porcao da camada com uma tnica fibra esta sujeita a
uma tensao o, na direcao longitudinal, que produz um alongamento AL

Matrix

I S —— S—_— .

h o, Filament ! oy
e 1 —ellia

- Matrix b

[ S —

- | Figura 1.01 Determinag&o de E;.




3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo longitudinal, E,:
— Se assumirmos que seccoes planas permanecem planas durante a
deformacao, entao a extensao ¢, correspondente a tensao o, é dada por

a=" (1.10)

O-]_ = E]_g]_ (111)

onde E, é o modulo elastico da camada na direcao da fibra.
— Também se observa que, para a fibra e para a matriz, se tem

Estruturas em Materiais Compositos

=E
O'¢ f&1 (1.12)

Om = Emgl

30
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Moédulo longitudinal, E,:

— Assumindo que existe uma aderéncia perfeita entre a fibra e a matriz, nao

existindo escorregamento no interface, entdo quando um elemento da
camada esta sujeito a uma tensao o, na direcao 1, as extensoes da fibra e da
matriz sao iguais.

m =& (1.13)

— As tensoes na fibra e na matriz sao, como visto anteriormente:

o; =E;e; =E;¢
O-m = Em‘c"m = Emgl

Se considerarmos a area da seccao transversal da camada, A, e as areas
transversais da fibra e da matriz, A;e A, respetivamente, para equilibrio na
direcao do filamento tem-se:



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo longitudinal, E,:

— Substituindo da equacao 1.12:

A
E, =E, Tf+Em% (1.14)

— Logo, o mo6dulo elastico do composito é obtido pela ponderacao das fracoes
volamicas:

El :Vf Ef +VmEm (115)

— Esta equacio € conhecida como a Lei das Misturas e da bons resultados
comparada com dados experimetais.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo longitudinal, E,:
— Uma vez que VAV, =1, quando nao existem vazios, esta regra também pode
ser escrita nas seguintes formas:

1% e, 1

s E

2 f E,=V.E, +{1-V, )E,

5 (1.16)
§ E1:<Ef_Em)‘/f+Em

5 3

s m

B

é 0 ™ V¢

3}

— Na pratica tem-se V,entre 0,5 e 0,7 e E,, muito inferior a E,, logo
E, ~V.E,

— O mobdulo longitudinal é dominado pelas propriedades da fibra.

33



3. Teoria de laminados
ll l , 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo transversal, E.:

— Assumindo que uma tensao o, na direcao 2 atua tanto na fibra como na
matriz e desprezando o efeito de Poisson na direcao 1, as extensoes
transversais na fibra e na matriz sao:

& = 2% (1.17)
E, '
o)

n =g (1.18)

Estruturas em Materiais Compositos
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' Figura 1.02 Determinagéo de E,.
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3. Teoria de laminados
ll l , 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo transversal, E.:

— Na figura 1.02, o alongamento total na direcao transversal produzido pela
tensao o, é:

ou

02 02 02
2l =21 4+ =21
E, 2 E "E,™

— Dividindo por g,l,, da:

1 1L 11,

E, Bl Enl

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo transversal, E.:

— O modulo elastico transversal do compo6sito € obtido pela ponderacao das

fracoes volimicas:

1 ViV
E2 Ef Em

— Rearranjando, obtém-se:

EfEm

S =V E
f m+VmEf

Estruturas em Materiais Compositos

pode ser escrita na seguinte forma:

1 Vf+(1_vf)

E, E, E

m

36

(1.19)

(1.20)

— Uma vez que V+V,, =1, quando nao existem vazios, esta equacido também

(1.21)



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo transversal, E.:

A

E,

Em
s V
0 T

— Para as fracoes volimicas tipicamente usadas, o efeito das propriedades da

fibra € minimo no modulo transversal E,.

f

— Tipicamente o modulo transversal é tido como sendo dominado pelas
propriedades da matriz.

— Esta expressao nao da bons resultados quando estes sao comparados com

dados medidos experimentalmente:
« Nao se deveignorar o efeito de Poisson

Estruturas em Materiais Compositos

« Atensdo o, nao é igual na fibra e na matriz

37 - Existe uma interacdo complexa entre a fibra e a matriz
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Coeficiente de Poisson maior, v,,:

— Assumindo que existe uma aderéncia perfeita entre a fibra e a matriz, nao
existindo escorregamento no interface, entdo quando um elemento da
camada esta sujeito a uma tensao o, na direcdo 1, tem-se

B
2= (1.22)
i s 5 e e | - .
' i f
f1‘—5 [/ [/ 0 l -
— Da equacdo 1.22, as extensoes na fibra e na matriz sao:
E.=—V.&
oo (1.23)
8m = _Vmgl



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

« Coeficiente de Poisson maior, v,,:

— Para uma tensio o, na direcao 1, obtém-se um alongamento na direcao 2
igual a

V1281l2 - Vfgllf + Vmgllm

— O coeficiente de Poisson do compoésito € obtido pela ponderacao das fracoes
volamicas:

V12 :vaf +Vme (124)

— Uma vez que V4V, =1, quando nao existem vazios, esta equacio também
pode ser escrita nas seguintes formas:

1\
Vi2

Estruturas em Materiais Compositos

' Vi, =Vvy +(1_Vf )Vm

Vio :<Vf _Vm)‘/f +Vn

(1.25)

39 —




3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

« Coeficiente de Poisson menor, v,,:

— Considerando a figura 1.02, a extensao longitudinal produzida pela tensao

transversal é
O

Va1 E, (1.26)
— Da segunda equacao 1.26, tem-se:
Ef

Vi = E_ Vm (127)

m

— Substituindo na equacao 1.24:

E V.
f m
v —_— v — |/ + |/ e — G'

— Da lei das misturas (equacdo 1.15):

Estruturas em Materiais Compositos

Filament

e

Matrix
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

« Coeficiente de Poisson menor, v,,:
— Substituindo v,

§
Z
3
S — na primeira equacao 1.26, tem-se: >
£ V21 Vm
3 —_ = —
= E, E,
=
(<]
§ V21 V12
-E E2 El (1'28)
= — Da equacdo 1.24:
E, E,
Va=— V2= —(Vfo +Vme) (1.29)
1 1

41
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Moédulo de corte no plano, G,:
— A determinacao do modulo de corte é idéntica a do E,.

— Assumindo que uma tensao de corte o, aplicada no contorno do elemento
representativo atua tanto na fibra como na matriz as extensoes de corte na
fibra e na matriz sao

_ Oy
& = G
f
O3,
Ep =
"G
m
. o 2
! .'II II.
. ' i Matrix I ] 2
B A —— o+ :
|I1 H Filament |I," '
I ! .
.'I d
:’; BAatrix ] [ 12
¥ _r

Figura 1.03 Determinacdo de G;,.




3. Teoria de laminados

ll l ) 3.2. Propriedades da camada
3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo de corte no plano, G,:
— O deslocamento A, produzido pelo corte €

o o o
121 _ %1 12
I, = e +—=1

12 f m

— O modulo de corte do composito é obtido pela ponderacao das fracoes

S
5
Ié volimicas:
: 1V, v,
G, G, G, (1.30)
é — Rearranjando, tem-se:
3
G Gf Gm
27V.G, +V. G, (1.31)
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

e Mobdulo de corte no plano, G,:

— Uma vez que V4V, =1, quando nao existem vazios, esta equacio também
pode ser escrita na seguinte forma:

4
G12

1V, L-v,)
TR (1.32)

m

G
m

— V

0 1

£

— Para as fracoes volimicas tipicamente usadas, o efeito das propriedades da
fibra € minimo no modulo de corte G,,.

— Normalmente o modulo de corte é tido como sendo dominado pelas
propriedades da matriz.

— A expressao acima nao da bons resultados quando estes sao comparados

com dados medidos experimentalmente:
« Na3ao se deve ignorar o efeito de Poisson

Estruturas em Materiais Compositos

44 « Atensao o, nao é igual na fibra e na matriz
- Existe uma interacdo complexa entre a fibra e a matriz
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Exemplo 1.01: Uma barra laminada com a seccao transversal da
figura 1.04 tem 500 mm de comprimento e é constituida por uma
matriz de epoxi reforcada com filamentos de carbono com médulos
elasticos de 5000 N/mm? e 200000 N/mm?, respetivamente. Os
valores correspondentes do coeficiente de Poisson sao 0,2 e 0,3. Se
a barra estiver sujeita a uma forca axial de tracao com 100 kN,
determine o alongamento da barra e a reducao da espessura.
Calcule, também, as tensoes na resina epoxi e nos filamentos de
carbono.

Epoxy 20mm
Carbon 10 mm
Epoxy 20mm

Figura 1.04 Seccdo transversal da barra do exemplo 1.01
80mm
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3. Teoria de laminados
3.2. Propriedades da camada

3.2.2. Analise de rigidez

Exemplo 1.02: As asas de uma réplica de biplano estao ligadas
por um sistema de cabos em compdsito, cada um com 1,5 m de
comprimento e que suportam apenas cargas de tracao. A seccao
transversal estd mostrada na figura 1.05 onde a matriz de poliéster
tem um modulo elastico de 2800 N/mm? enquanto o da fibra de
kevlar é 145000 N/mm? com coeficientes de Poisson
correspondentes de 0,15 e 0,3, respetivamente. Se a forca de tracao
maxima no cabo for de 10 kN, determine o alongamento e as

tensoes no poliéster e no kevlar.
Polyester f’_{
{Ext. diam. = 15 mm)

Eavlar
(Diam. = & mmj}

Figura 1.05 Seccéo transversal do cabo do exemplo
1.02



3. Teoria de laminados

ll l ) 3.2. Propriedades da camada
3.2.3. Teoria da elasticidade

e Teoria da Elasticidade:

— Por forma a obter-se melhor aproximacao aos resultados experimentais, em
particular nos valores de E, e G,,, € necessario usar uma teoria mais
elaborada recorrendo a teoria da elasticidade.

— Existem varias teorias de elasticidade que podem ser usadas para
determinar as propriedades de uma camada de material composito.

— Todas elas sao mais ou menos complexas na sua derivacao.

— Uma que déa resultados particularmente bons quando comparados com
dados experimentais ¢ a teoria de Halpin-Tsai.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados

ll l ) 3.2. Propriedades da camada
3.2.3. Teoria da elasticidade

« Equacoes de Halpin-Tsai:
— A derivacio destas equacoes € bastante longa, pelo que apenas os resultados
sdo apresentados.

: E, =V,E, +V,E, (1.33)
o

g

S Vi, =V vy +V, v, (1.34)
% M. :

i M, 1+XxyV; B Wm

M, 1y, M, (139
= ——+X

E Vi

2 — M, toma o valor de E, ou G,,.

— M toma o valor de E;ou G
— M, toma o valor de E, ou G,,.
— Xxtoma o valor de 2 para calcular E, e o valor de 1 para calcular G,,.
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

e Analise de resisténcia:

— A estimativa das resisténcias bésicas (X, X, Y; Y. S) de uma camada de
composito, com base na micromecanica nao € tao simples ou precisa como o
calculo das constantes elasticas.

— A estimativa da resisténcia da camada é muito complicada e depende, entre
outros fatores, de:

« Condicoes de carregamento — axial, transversal, corte, traciao, compressao, etc..
« Rutura da fibra ou da matriz em primeiro lugar.

« Partilha do carregamento pelos constituintes.

+ Possibilidade de deformacao plastica, em particular na matriz.

« Resisténcia da fibra nao uniforme ao longo do seu comprimento.

Estruturas em Materiais Compositos

« Concentracao de tensoes devido a fraturas nas fibras.

— No entanto, apesar das dificuldades envolvidas, uma estimativa das
resisténcias basicas ¢ muito util no processo de projeto do composito.

— Em seguida apresentam-se algumas estimativas para fibras unidirecionais.
49



3. Teoria de laminados
ll l , 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

e Tensao de rutura longitudinal a tracio X,:
— Assume-se que todas as fibras tém a mesma resisténcia.

Stress
A

£ 1 fibre

composite

matrix

Estruturas em Materiais Compositos

X =HV,+ .V, (1.36)

— A falha do compbsito € iniciada pela rutura da fibra.
— As fragoes volamicas sao as tipicamente praticadas.
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

« Tensao de rutura longitudinal a compressao X_:

— Na pratica observa-se que, a compressao, as fibras suportam a maior parte
do carregamento enquanto a matriz proporciona suporte lateral as fibras.

— Para fracoes volamicas tipicas, as fibras instabilizam em fase umas com as
outras, produzindo extensoes de corte na matriz.

— Este modo de instabilidade chama-se modo de instabilidade ao corte:

N
~

4
4

~
AN
-

=~
-

ANV ARNY

7

P
P

-

Estruturas em Materiais Compositos

VAN VAN
AN M ANAY

ot

— Com base em teoremas de energia de extensao:

X = 2m (1.37)
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3. Teoria de laminados

ll l ) 3.2. Propriedades da camada
3.2.4. Analise de resisténcia

e Tensao de rutura transversal a tragao Y:
— Assume-se que a resisténcia transversal do compésito é controlada pela
resisténcia da matriz.

— Devido a concentracoes de tensdo no interface fibra-matriz, a resisténcia
transversal do composito € inferior a resisténcia da matriz por um fator
Strength Reduction Factor (SRF).

— Este fator depende das propriedades relativas das fibras e da matriz e da sua
fracao volamica relativa:

Y, = SER (138)

Estruturas em Materiais Compositos

52



3. Teoria de laminados
ll l , 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

« Tensao de rutura transversal a compressao Y.
— A mesma equacao anterior aplica-se no calculo da resisténcia transversal a

compressao:
%* c SF (139)
‘:,i
5 1-V, {1—Em]
E SFR=—— f
‘ 1—,— [1— EmJ
B T E.
=
3
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3. Teoria de laminados
ll l , 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

« Tensao de rutura ao corte S:

— Aresisténcia ao corte da camada é governada pela resisténcia ao corte da
matriz e é dada por:

: =k (1.40)
: SFR '

P

: 1-V, {1—%}

F SFR=——

4 1— [ [1— Gm}

2 T G,

:

Z

54



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.2. Propriedades da camada

3.2.4. Analise de resisténcia

« Strength Reduction Factor (SRF):

5.0
é 4.5 Em/Ef
\é —0.025 —0.05 0.1 0.2 0.4
g 4.0
O
2
% 3.5
<
= o

.0
= % 3
(D)
s
= 2.5
=
=
2 2.0

1.5

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.3. Analise de rigidez da camada

« Asrelacoes tensao-extensao de uma camada podem ser
desenvolvidas considerando as deformacoes elementares
resultantes das tensoes normal e de corte aplicadas.

« Uma camada reforcada com fibras unidirecionais ou tecido (com
fibras em direcoes ortogonais entre si) exibem dois planos
perpendiculares de simetria de propriedades do material.

e Quando os eixos do material da camada coincidem com os eixos
de referéncia, entao a camada chama-se “camada ortotropica
especial”.

Estruturas em Materiais Compositos
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.3. Analise de rigidez da camada

« Em geral, as fibras estao alinhadas em direcoes diferentes das
dos eixos de referéncia para se conseguir as propriedades
desejadas nas direcOes apropriadas.

« Nestes casos, os eixos do material j4 nao se encontram alinhados
com os eixos de referéncia e a camada chama-se “camada
ortotropica geral”.

L, =
e

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

Efeito das tensoes normais:

2 y
Ry e (R
£ i IR, ' f
1 E— —_— ) —
: CoTEE ! 1 X

Lowad

A aplicacao da tensao normal o, na direcao 1 do material resulta
em extensoes normais:

_%

o . 0,
— Nadirecao 1: &, =

- Nadirecao 2: &,=-V,—
E, E,

onde E, é o médulo de Young na direcdo 1 e v,, é o coeficiente de Poisson maior
dado por
_&

Vip =
&
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

Efeito das tensoes normais:

f.

4 1

: i 2 y

1 T

—

T

=i 1 x

.......

A aplicacao da tensao normal o, na direcao 2 do material resulta
em extensoes normais:

o o
2 . ~ 2
—= - Nadirecao1: & =—-V, —=

— Nadirecao 2: &, =
¢ 2 E, E,

onde E, é o médulo de Young na direcdo 2 e v,, é o coeficiente de Poisson
menor dado por
&
_ 1
V===
&



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

« A aplicacao das duas tensoes normais o, e o, em simultaneo
resulta em extensoes normais:

Na direcio 1: e=21_, %

adirecido 1: & 3 ” E,
(1.41)

o o

— Nadirecio2: ¢, =—2—y,, —*

¢ 2 E2 12 El

« Rearranjando estas equacoes, obtém-se as tensoes em funcao
das extensoes:

Estruturas em Materiais Compositos

E v..E
o, = L g +—2 1 ¢,
1-v,vy 1-v,vy
vi,E, E, (1'42)
o, = g + &,

= 1
1-vy,v,, 1-vy,v,
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

Efeito da tensao de corte:
| cm—— !
)y = ,‘
—— / 1 X
]

A aplicacao da tensao de corte o, resulta na extensao de corte:

Oy

GlZ

Ep =

onde G,, ¢ o moédulo de corte no plano.
O modulo de corte G, é independente das outras constantes
elasticas. Assim, é sempre necessario conhecer:

El E2 V12 (Ou V21) G12
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

Em resumo:
E, Vo By 0
o, 1-vv, 1-vypv, &
o b= v, E, E, <
2 (= 2
o 1-vipvy l1-vypvy .
12 0 0 G, |5n
i Vo O
& E, ]l-Ez o,
V.
i R
1 2
€12 0 0 1 %12
L GlZ =

(1.43)

(1.44)



3. Teoria de laminados
ll l , 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

« No caso particular em que E,=E,, o material nao €
necessariamente isotropico uma vez que o modulo de corte no
plano continua a ser independente.

« Nesta caso, E,=E, implica reforcos iguais nas direcoes 1 e 2.
L y
1 L X

« Também se verifica que as propriedades do material, por
exemplo E, numa direcao frelativamente a direcao 1 nao é igual
aE, (oukE,)).

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

« Coeficiente de Poisson:
— A partir de consideracoes energéticas pode ser demonstrado que

1

E, jz
Vil <| —
vl [E2
1
E 2
“(EJ

— E possivel ter valores de coeficiente de Poisson maiores que 0,5.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l , 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

« Constantes elasticas genéricas tipicas de materiais compositos
unidirecionais (60% de fibra em volume):

2 £ By G2 | M1z
=
Z 5 2
2, (x10°> N/mm?)
S
3
2 Mild Steel 210 210 80 0.3
3]
§s
3
ks Alum. Alloy 70 70 27 0.3
5
Z HM - C/Epoxy 180 8 6 0.3
5
=
= HS - C/Epoxy 140 10 5 0.3
(=
E - G/Epoxy 40 8 4 025
Kevlar/Epoxy 75 6 2 0.34
65 Boron/Epoxy 200 15 5 0.:23




3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.1. Camada ortotropica especial

Exemplo 1.03: Uma placa de tecido de apenas uma camada esta
sujeita a tensoes diretas longitudinal e transversal de 50 N/mm? e
25 N/mm?, respetivamente, juntamente com uma tensao de corte
de 40 N/mm?2. As constantes elasticas da camada sao

E =120000N/mm?, E,=80000N/mm?, G,,=5000N/mm? e v,,=0,3.
Calcule as extensoes diretas longitudinal e transversal e a extensao
de corte na camada.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

« Nos compositos laminados em geral, as fibras numa camada
estao alinhadas em direcoes diferentes relativamente ao eixo de
referéncia para que se obtenham propriedades especificas
nessas direcoes.

e Quando os eixos do material da camada nao coincidem com os
eixos de referéncia, tem-se uma camada ortotropica geral.

2 1 Z 1

7 N

Y

Z2 —E

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

As relacoes de tensao-extensao de uma camada ortotropica geral
sao obtidas usando os seguintes resultados:

— Transformacao de tensoes de um sistema de eixos para outro;
— Transformacao de extensoes de um sistema de eixos para outro;

— Relacgoes de tensao-extensao de uma camada ortotropica especial.



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral
« Transformacao de tensoes:

Camada orientada ¢ com x &

Estruturas em Materiais Compositos

—
f‘
Xy
|l |-
!
ry
69 Tensdes nos eixos de Tensodes nos eixos do

referéncia material



3. Teoria de laminados
ll l , 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

« Transformacao de tensoes:
o, =0,C05’0+0,sin’0+o,,2sin @cosd
- 2 2 -
o, =0,8IN"0+0o, c0s"0—0c, 2sinHcosd

oy, =—0,sinfcosf+o,sinfcosd+o,, (cos2 0 —sin? 0)

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Ou na forma de matriz:

o] | cos?o sin® @ 2sindcosd (o, |

o, b=| sin?@ cos’®  —2sinfcosd [ oy ¢ (1.45)
o1,) |-sin@cosf sinfcosf cos®O-sin’G || o,

(o,] | cos?6 sin?0  —2sin@cosd |[ o,
Jo,r=| sin?6 cos’ @ 2sin@cosd |3 o, (1.46)
0| |sin@cosd —sinfcosd cos® @ —sin® b || oy,




3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

« Transformacio de extensoes:

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
ll l , 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

« Transformacio de extensoes:

& =¢£,008° O+¢,sin” O +¢,, cosdsin O
&, =¢£,5in” O+¢,c0s° 6 —¢,, cos@sin &

&, =—£,2€080sin 6+ ¢&,2c0s Fsin 6+ gxy(cos2 0 —sin? 6?)

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Ou na forma de matriz:

& cos® & sin® @ cosdsing || ¢,
g, = sin® @ cos’ & —cosdsind | ¢, (1.47)
&) |—2cos@sin@ 2cosfsing cos’O-sin®d || s,
e | | cos?o sin® @ —cosOsind |[ g

, (= sin®é cos* 6 cos@dsingd | &, (1.48)
£y| |2c0s@sing@ —2cosdsing cos’H-sin®b || e,
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Com as relacoes de transformacao das tensoes e das extensoes
de um sistema de eixos para outro e com a relacao de tensao-
extensiao de uma camada ortotropica especial, pode obter-se a
relacido de tensao-extensao de uma camada ortotrépica geral.

Colocando m=cosfe n=sind, tem-se

2
o m
o)

= n2

O mn

Transformacéo (1.46)

n>  —2mn
m? 2mn
—mn m?-n?

El

vy E,

1-v,0,,
v, E,

1-0v,0,,
E,

1-v,0,
0

Equacao (1.43)

1-v,0,
0

0

G12

tensdes material para extensdes material para
tensdes referéncia

tensdes material

m? n

n® m

2 mn

2 —mn

—-2mn 2mn m?-n?|le

(1.49)

Transformacéao (1.47)
extensodes referéncia
para extensoes
material



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

« Relacoes tensao-extensio:

- 3 - — J— — 3
Oy Kii K Kig || &
2 10y (7| Ka K Kylyey g (1.50)
lg O] |[Kar K Kgg |8y
5
Q ( — 3 B _
O Ky, m* n* 2m?n? Am°n?
:CE e e N
5 K,, n* m* 2m?n? 4m?n? Ky
[a+] —
= Ki| |[m?n? m?n*  —2m°n? (m2 —n? K,
g Yz (| 2.2 2 2 4 4 2 2 | (
2 Ky, men m<n m* +n —4m*n Ko
£ Kis m®n  —mn® mn®-m°n 2(mn®-m®n)||Kss)
2 Ky) [mn® —mn m’n-mn® 2\m°n-mn®)
_ E, : R =7 : __E . _
Kll - ’ K12 - - ) K22 — ) K33 - GlZ
1-v,,0 1-v,,0 1-v,,0 1-v,,0
012 21 12%°21 12%°21 12%°21
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Relacoes extensao-tensao:

Ex Siu S Sy || Ok
Ey (= Sy Sy, Sy Oy r
Exy _831 S3 S33_ Oyy |
(S,] | m* n’ 2m?*n? m?n?

S,, n* m* 2m*n® m?n?  |[S,)
< S., _ 4m®n®*  4m*n*  -8m’n’ (m2 —n2) | S22 |
S, m’n>  m°n’ m* +n* —m®n® ||S,
Sis 2m’n —2mn®  2(mn®-m’n) mn®-m®n|(Sy)

S, | 2mn®  —2m°n 2(m3n—mn3) m°n—mn® |
Sll_Ei ;S II)EZl— ll)_:lz , Szz_Ei , Sa:s_Gi
1 2 1 2 12

(1.51)



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Exemplo 1.04: Uma camada de composito ortotrépico geral esta
sujeita a uma tensao direta de 60 N/mm? paralela ao eixo x e outra
tensao direta de 40 N/mm? perpendicular ao eixo x. Estando as
camadas longitudinais inclinadas 45° em relacio ao eixo x e sendo
as constantes elasticas da camada E,=150000N/mm?,
E,=90000N/mm?, G,,=5000N/mm? e v,,=0,3, calcule as
extensoes diretas paralela e perpendicular ao eixo x e a extensao de
corte referente a xy da camada.

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados
3.3. Anélise de rigidez da camada

3.3.2. Camada ortotropica geral

Exemplo 1.05: Uma camada de composito ortotropica geral esta
sujeita a tensoes 0,=120N/mm?, g,=45N/mm? e o,,=70N/mm?
referentes a um sistema de eixos de carregamento xy. Se o angulo
da camada for 45°, determine as tensoes equivalentes referentes
aos eixos do material.
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3. Teoria de laminados

3.4. Transformacao de constantes
elasticas

Foi visto que as relacoes de tensao-extensao de uma camada
ortotropica especial podem ser definidas completamente por
quatro constantes elasticas independentes medidas
relativamente a um sistema de eixos ortogonais nos eixos do
material.

As mesmas quatro constantes elasticas sio usadas para definir
as relacoes de tensao-extensao de uma camada ortotropica geral
com um determinado angulo.

Da definicao do material ortotropico, a camada composta vai ter
propriedades diferentes em direcoes diferentes num ponto.



3. Teoria de laminados

ll l ) 3.4. Transformacao de constantes
elasticas

« Assim, é necessario conhecer como as constantes elasticas
variam num ponto com a direcao de orientaciao ¢ das fibras
(eixos principais do material), dadas as suas quatro constantes
independentes E, E, v,, € G_,.

o7 | N
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3. Teoria de laminados

3.4. Transformacao de constantes

elasticas

As relagoes extensao-tensao de uma camada ortotropica geral
podem ser expressas em termos das constantes elasticas

equivalentes:

VyX mx

E, E

E LY

Ey Ey
_my
E G

q\

q

9

: (1.58)

Xy

Esta equacao é equivalente a equacao 1.51.
Igualando as duas (equacoes 1.51 e 1.58), obtém-se as constantes
elasticas equivalentes nos eixos de referéncia (equacoes 1.52 a

1.57).
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3. Teoria de laminados

3.4. Transformacao de constantes

V4 °
elasticas
Equivaléncia de constantes elasticas:
1 V21
£ Ex E;
Da Equacéao (1.44) el | vz 1
tensOes material para 2(= “E, E
extensdes material: €12
0 0

Pode escrever-se uma
equacao equivalente nos
eixos de referéncia: -1

_ - E,
€x S11 ~€12 ~€13 Ox Ex Viy
{83’}: S21 S22 823 {Gy}ﬁ{gy}z E.
< = = = o & x
xy S31 S3p S33] VXY xy m
X
Ey

0
01
0 { ) }
1 012
Gy
Vyx . My ]
Ey E,
1r my
Ey Ey
my, 1
Ey ny
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3. Teoria de laminados

3.4. Transformacao de constantes

V. °
elasticas
« Novas constantes elasticas:
1 1 m* n o 1 2v,
1M=-= |— = + +mn| —————
Ex Ex E1 Ez GlZ E1
1 )
1 4 4
S22 = > L. L mn? 12
Jb Ey E1 Ez GlZ El
1 1 4 4 B8v 2 1
533 = > =m’n’ + 12j+(m2 —nz) -~
;be ny E1 Ez E1 G12
: vV =E, (m4+n4)£—m2n2( ST j
1 El EZ GlZ
‘ —_—
Sy g mgn( 1 2v, 2j_mn3( 1 2y, 2
Ex i G, B E G, E E
- mn{ 1 2v, 2)_m3n( 1 2v, 2
’ €y y_ G, E K G, E E

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)



3. Teoria de laminados

ll l ) 3.4. Transformacao de constantes
elasticas

« Variacao das constantes elasticas com a orientacao:

200

Xy

100 1
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3. Teoria de laminados

ll l ) 3.4. Transformacao de constantes
elasticas

« Variacao das constantes elasticas com a orientacao:

Yy X

\)xy

45 90
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3. Teoria de laminados

ll l ) 3.4. Transformacao de constantes
elasticas

« Nas camadas ortotropicas especiais nao existe acoplamento de
corte, enquanto nas camadas ortotropicas gerais existe
acoplamento de ¢orte.

_va /g
el
E

0
&1 © 1 |92
G, |

1
& E,
Ve
E
0
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

« Dada uma tensao multiaxial num ponto, é necessario avaliar a
resisténcia da camada usando um critério de falha apropriado
para verificar se a camada falhou.

. A semelhanca da anélise de rigidez da camada, os mesmos
pressupostos aplicam-se aqui:
— Teoria de deformacoes pequenas;
— Teoria de elasticidade linear;
— Tensoes planas;
— Homogeneidade macroscépica do material.
« A analise de resisténcia de uma camada baseia-se na
comparacao das tensoes aplicadas num ponto com as tensoes
admissiveis.

« As tensoes admissiveis sao normalmente uma fracao das tensoes
de rutura, que sao unicas.

Estruturas em Materiais Compositos
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

« Tensoes de rutura (resisténcia):
— X, —tensao de rutura longitudinal (direcao da fibra) a tracgao;
— X, — tensao de rutura longitudinal (direcao da fibra) a compressao;
— Y, —tensao de rutura transversal (direcao da matriz) a tracao;
— Y, — tensao de rutura transversal (direcao da matriz) a compressao;
— S —tensao de rutura ao corte.

0

—_
o

«
0
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

- [Existem centenas de critérios de falha na literatura para avaliar
a resisténcia de uma camada de compdsito num sistema
multiaxial de tensoes.

« Os melhores critérios de falha sao aqueles que apresentam
melhor correlacio com resultados experimentais.

« Uma vez que as tensoes de rutura sao medidas nos eixos do
material, entao os critérios de falha tém que ser aplicados ao
sistema de tensao real nos eixos do material. Ou seja, com um
sistema de tensoes multiaxial, as tensoes (e as extensoes) tém
que ser transformadas para os eixos do material.

Estruturas em Materiais Compositos

- Existem seis critérios de falha mais comuns.
« Dentro destes, uns sao nao-interativos e outros sao interativos.
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

 Critérios de falha nao-interativos — comparam a tensao (ou
extensao) aplicada numa direcao com a tensao (ou extensao) de
rutura nessa direcao:

— Teoria da tensao maxima;
— Teoria da extensao maxima;

o Critérios de falha interativos — tém em conta a contribuicao de
todas as tensoes (ou extensoes) do sistema multiaxial:

Estruturas em Materiais Compositos

— Teoria de Tsai-Hill;

— Teoria de Hoffman;

— Teoria de tensao de Tsai-Wu;

— Teoria de extensao de Tsai-Wu.
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ll , 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

e Teoria da tensao maxima:

— Para tensoes de tragao: o
1 >1
3 X
lg Oy >1
= Y,
@)
@)
'EQ ~ ~
k= — Para tensoes de compressao:
§ ‘61 > 1
[av] T . =
= X
g
- o] >1
E Y,
wn
=
— Para tensoes de corte: ‘ ‘
Oy,
=1>1
S
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ll , 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

e« Teoria da extensao maxima:

— Para extensoes de tracao: & o q
Ex,
[72]
3
Z &,
2. = >1
5 Y
Q
'EQ ~ ~
= — Para extensoes de compressao: ‘ 51‘
Q
§ >1
Ex
E c
: |
© &
5 172 51
&,
|72]
=

— Para extensoes de corte:

923



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

o Teoria de Tsai-Hill:

— O critério de falha é:

e e

— X=X, o0u X=X, e Y=Y, ou Y=Y, correspondentes ao sinal de o, e o,,
respetivamente.

— X.eY,sao valores absolutos.

— Este critério indica apenas se ocorre falha mas nao indica qual é o modo de
falha (tracao longitudinal ou compressao transversal, por exemplo).

Estruturas em Materiais Compositos
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

o Teoria de Hoffman:
— O critério de falha é:

é Fo, +Fo,+ Fll(o-l)z + Fy, (0-2 )2 + F33(O'12 )2 +2F,00,21 (160)
)
1 1 1 1
S S
'g Xt XC Yt c
5 1 1 1
i 11 X X, 22 Yy 37 g2
: 1
E 272X X,
K2

— X.e Y, sao valores absolutos.

— Este critério indica apenas se ocorre falha mas nao indica qual é o modo de
falha (tracao longitudinal ou compressao transversal, por exemplo).

— Este critério tem em conta se a tensao € de tracao ou de compressao.
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ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

e Teoria de tensao de Tsai-Wu:
— O critério de falha é:

S Fo, +Fo,+ |:11(O'1)2 +Fy, (0-2 )2 + F33(O'12 )2 +2F,00,21 (1.61)
g SR S U

pr Xy X Yo Y

; 1 1 1

E Fi=——"" i Fu=g ; Fu=2

i 1TYX 2=y 37 g2

% N =

2 F, =F,+JF.F) = L2

g 12 = Py P2 X XYY,

o

— X.eY,sao valores absolutos.
—F* , é um parametro obtido a partir de testes biaxiais.
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3. Teoria de laminados

3.5. Analise de resisténcia

Teoria de tensao de Tsai-Wu:

Em todos os critérios de falha anteriores sao necessarias cinco tensoes de
rutura basicas X, X.Y, Y.S, que sao obtidas a partir de testes uniaxiais
simples em camadas ortotrépicas especiais.

O critério de tensao de Tsai-Wu necessita de um sexto termo independente,
F*_,, que s6 pode ser obtido por testes biaxiais na camada de composito.

A literatura sugere que este parametro pode tomar o valor de -0,5, uma vez
que a sua obtencao é complicada e extremamente influenciada pelo arranjo
experimental.

Este critério indica apenas se ocorre falha mas nao indica qual é o modo de
falha (tracao longitudinal ou compressao transversal, por exemplo).

Este critério tem em conta se a tensao € de tracao ou de compressao.



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

e Teoria de extensao de Tsai-Wu:
— O critério de falha é:

Gig +Gye, + Gll(gl )2 +Gy, (52 )2 + G33(512 )2 +2G 66, 21 (1.62)

G, = FRQ,; +FQy,
G, =FRQ, +F,Q,
G, = 11le1 +2F,Q,Q, + |:22le2
G,, = 11Q122 +2F,Q,,Q,, + F22Q222
Gy = F33Q323
Gpy = FuQuQu: + Fip (QuQzz + Q2 )+ FQuQus

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados

3.5. Analise de resisténcia

fol 1 11
Xe X, Y, Y.
1 1 _ 1
F, = X X, . Fy :ﬁ , F33:?
. F
F.=F_,./F.F, = 12
12 12V F11M22 X XYY,
E v, E v, E E
Qu =— Qp = I a—— ; Qy =——— Qi =Gy,
1-v,0, 1-vpvy,  1-vpUy 1-v,0,

— X.eY,sao valores absolutos.

— Este critério baseia-se no pressuposto de que a camada de composito tem
um comportamento linear até a rutura.

— Este critério indica apenas se ocorre falha mas nao indica qual é o modo de
falha (tracao longitudinal ou compressao transversal, por exemplo).
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3. Teoria de laminados

3.5. Analise de resisténcia

Escolha do critério de falha:

N3ao existe um critério que permita prever com precisao a resisténcia de
uma camada de composito sujeita a um sistema multiaxial de carregamento.

E dificil saber qual € o critério de falha mais apropriado para uma dada
aplicacao (um dado sistema multiaxial de tensoes e uma camada de
composito).

Em geral, é conveniente adotar um ou dois critérios nao-interativos e um ou
dois critérios interativos.

No minimo, deve usar-se um critério interativo e um critério nao-interativo.
O primeiro permite identificar a existéncia ou nao de falha e o segundo
permite identificar o modo de falha associado ao sistema multiaxial de
tensoes.



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

 Sinal do sistema de tensao de corte:
— Corte numa camada ortotrépica especial:

+ f =t

XY

ENE
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—Estes sistemas sdo idénticos num sistema positivo e negativo de corte numa
camada ortotrdpica especial.

101



)

Estruturas em Materiais Compositos

102

3. Teoria de laminados

3.5. Analise de resisténcia

Sinal do sistema de tensao de corte:

Corte numa camada ortotropica geral orientada a 45°:

+ f
xy

74l
Na direcao dos eixos dz;aterial, o sistema dgr_;sées é:
N\ /Y‘ y /

7 <

/ N 7 \

A tensao de corte positiva resulta numa tensao de traciao na direcao da fibra
e uma tensao de compressao na direcao da matriz.

A tensao de corte negativa resulta numa tensao normal de compressao na
direcao da fibra e uma tensao de tracao na direcao da matriz.

e
—




ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.5. Analise de resisténcia

« Tensoes de rutura (resisténcias) genéricas tipicas de materiais
compositos unidirecionais (60% de fibra em volume), N/mm?:

n

o

Z X X, Ve Ve S

Ne)

3

S Mild Steel 550 550% | 550 550%

&

g Alum. Alloy 450 450% | 450 | 450%

<

=

& HM- C/Epoxy 1000 850 40 | 200 60

s

= HS- C/Epoxy 1500 | 1200 50 250 70
E - G/Epoxy 1000 600 30 110 40
Kevlar/Epoxy 1300 280 30 140 60
Boron/Epoxy 1400 | 2800 90 | 280 140
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3. Teoria de laminados

3.5. Analise de resisténcia

Exemplo 1.06: Um laminado de compésito fabricado com fibras
de vidro E unidirecional e resina ep6xi encontra-se num estado
plano de tensoes como indicado na figura 1.06, onde as fibras estao
alinhadas com a tensao direta horizontal. Usando o critério de Tsai-
Hill, determine se existe falha neste laminado e qual o modo de
falha caso exista. Repita o calculo usando o critério de Tsai-Wu.

10N/mm?

N 50N/mm?

30N/mm?
Figura 1.06 Estado plano de tensdes do exemplo 1.06 N
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3. Teoria de laminados

) 3.6. Pressupostos e notacao do

laminado

Nas seccoOes anteriores estivemos interessados nas propriedades de
uma unica camada que pode ser unidirecional, ortotrépica especial
ou ortotropica geral.

As camadas estao claramente limitadas na magnitude e no tipo de
carregamento que conseguem suportar pelo que na pratica duas ou
mais camadas sao empilhadas para formar um tnico elemento, o
laminado.

As diferentes camadas do laminado podem ser orientadas com
diferentes angulos relativamente aos eixos de referéncia do
laminado para se obter a resisténcia e a rigidez necessarias em
direcoes especificas.

Estas propriedades do laminado dependem das propriedades
individuais das camadas e da ordem em que estao empilhadas.
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.1. Pressupostos

Para além dos pressupostos feitos para a camada, assume-se o
seguinte para os laminados:

1.
2.

3.

O laminado obedece a lei de Hooke
Cada camada pode ser isotropica ou ortotropica

O laminado é fino pelo que as tensoes e extensoes de corte
através da espessura sao despresaveis

A ligacao entre camadas € perfeita e infinitesimamente
pequena pelo que nao existe escorregamento entre camadas e
as extensoes e os deslocamentos através da ligacao sao
continuos

Os deslocamentos e as deformacoes sao pequenos
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

O método para especificar as camadas constituintes de um
laminado est4 representado na figura 1.07 onde as camadas estao
listadas sequencialmente de uma face até a outra.

Vamos adotar o mesmo sistema de eixos e designacao da orientacao
da camada mostradas no acetato 67 com a adicao do eixo z
perpendicular ao plano do laminado.

Geralmente o plano xy coincide com o plano médio do laminado.

e Y fibra de reforgo
: el

= il

5
™
L.

B .
Figura 1.07 Sistema de eixos de um laminado. plano médio



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

« Como um polimero reforcado com fibras é composto por um
empilhamento de camadas umas sobre as outras com
orientacoes diferentes relativamente a um eixo de referéncia,
existe um nimero infinito de configuracoes possiveis de
laminados.

« Assim, a notacao do laminado tem que descrever o seguinte:

— Material compésito das camadas;
— Orientacao das camadas relativamente a um sistema de eixos de referéncia;
— Espessura das camadas;

Estruturas em Materiais Compositos

— Sequéncia de empilhamento das camadas.
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

A menos que seja especificado, assume-se que todas as camadas
sao do mesmo material;

A menos que seja especificado, assume-se que todas as camadas
tém a mesma espessura (laminado regular);

Paréntesis indicam o inicio e fim da notacao do laminado. A
primeira camada € a de baixo e a tltima é a de cima;

Cada camada ¢ identificada por um niimero correspondente ao
angulo (em graus) da camada referente aos eixos de referéncia
XY,

Camadas individuais adjacentes siao separadas pelo sinal de
barra “/”;
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

Camadas adjacentes com a mesma orientacao sao indicadas por
um subscrito numérico.

— Esta notacao pode ser usada para descrever um laminado que tem a
espessura de uma camada diferente da espessura de outras camadas;

Camadas adjacentes com orientacao positiva e negativa tém,
respetivamente, o sinal + e — antes da camada correspondente;
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

Um laminado simétrico, em geometria e propriedades, em torno
do seu plano médio pode ser representado em forma abreviada.

— Um laminado é simétrico quando as camadas da metade superior (em
propriedades, orientacao, espessura e posicao relativamente ao plano médio
das camadas) sao idénticas as camadas da metade inferior do laminado;

— Um laminado simétrico com um nimero par de camadas, € representado
com metade do nimero de camadas (na metade inferior do laminado) com
o subscrito s no final do paréntesis de fecho;

— Um laminado simétrico com um niimero impar de camadas, é representado
de forma idéntica mas com uma barra sobre a camada média.
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3. Teoria de laminados
3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

Sequéncias repetidas de camadas sao contidas dentro de
paréntesis reto. Um subscrito numérico no final dos paréntesis
reto representa a frequéncia da sequéncia;

Quando um laminado hibrido (laminado com mais do que um
material composito) € considerado, os angulos da camada tém
em subscrito uma abreviatura a indicar o material compésito
usado.

Em seguida apresentam-se alguns exemplos.



3. Teoria de laminados

ll l ) 3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

« Exemplos: V%

/1

—
—_—

DAN\N
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|1

(90/-45/0/60/45)
113

45°

60°

-450

90°

1

////

NN\

NN\

(0/-a52/60/902)

902

90°

60°

-450

-45°
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3. Teoria de laminados

3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

Exemplos:

[

24

AANN

Ve S e

P

———
———
—_—

(0/+30/%45/90)

90°

45°

-45°

-30°

30°

N\

G

e

SRR

1111

(90/—&5/30)s

90°

-45°

30°

30°

_450

o900
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3. Teoria de laminados

3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao

Exemplos:

n

NN\ |

Voo

NN

m

(90/-45/36)S

90°

30°

-450°

900

(45/10/901,)

45°

90°

90°

90°

90°

45°



3. Teoria de laminados
ll l ) 3.6. Pressupostos e notacao do laminado

3.6.2. Notacao T

\\\\ -45° Glass-epoxy

Kevlar-epoxy

° Exemplos: | l I I 90° Carbon-epoxy //// J 45° Glass-epoxy
l \\\\ | -45° Glass-epoxy
| /// J/ | 450 Glass-epoxy
3
% \\\\\\ -45° Glass-epoxy \\\\ J -30° Carbon-epoxy
g | //// | 30° Carbon-epoxy
O
EQ l pres— | oe° Kelvar-epoxy
.% //// 30° Glass-epoxy
§ e | 0° Kevlar-epoxy
% | //// I 30° Carbon-epoxy
2]
s //// 45° Kevlar-epoxy I NN | 5B g
=
—
g l //// I 45° Glass-epoxy
|72]
=
| \\\\ J -45° Glass-epoxy
, — ge Carbon-epoxy
I //// l 45° Glass-epoxy
| \ \\\ | -45° Glass-epoxy
0 /45,/30./-45./90 )
(0745, /30/-45:/90 I 117 I 900 T S

116

(90,/345,0/330,/0,)
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3. Teoria de laminados

[l ” 3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

Os laminados, particularmente os de estruturas de aeronaves, sao
finos e suportam geralmente carregamentos no seu proprio plano.

Vamos, por isso, restringir a analise a um estado plano de tensoes,
apesar de poder haver carregamentos de flexdo e de torcao.

A figura 1.08 mostra um elemento dxdy num ponto do laminado
sujeito a forcas por unidade de comprimento planas diretas e de
corte, N,, N, e N,,.

Estas forcas por unidade de comprimento nos lados do laminado
sao positivas no sentido mostrado. z
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A espessura do laminado € t. N
:.- .

Y
N
¥
™ E'_I.r E“{’" t
L B
T -~ N
Figura 1.08 Forga no plano atuando num ponto do ‘}-C_‘{r— i — o
laminado. T x
N, N, .

¥

117



|}

Estruturas em Materiais Compositos

118

3. Teoria de laminados

) 3.7. Laminado sujeito a carregamento

no plano

A magnitude do carregamento vai produzir tensoes diretas e de
corte, o, o, € 0, que podem variar de camada para camada devido
as possiveis diferencas das propriedades das camadas.

Vamos representar estas forcas por unidade de comprimento em
funcio das tensoes na camada.

A figura 1.09 mostra parte da seccao transversal de um laminado
multi-camada no plano xz.

Suponha-se que existem N camadas no laminado e que estao
numeradas de baixo para cima.

Uma vez que vamos lidar com forcas por unidade de comprimento
(largura), a largura real da seccao transversal do laminado nao é
importante e nao entra nas equacoes.



3. Teoria de laminados

[l ” 3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

Considere-se a camada p.
A ordenada da sua face inferior € z, , e a da face superior € z,,.
A forca normal por unidade de largura na camada na direcao x é

I\Ix,p = J.O'X’de (163)

Z,,

Estruturas em Materiais Compositos

1

I,r2

Figura 1.09 Porcéo de um laminado.

h=l
| P f | e r.h-—————E——-f =

119




|}

Estruturas em Materiais Compositos

120

3. Teoria de laminados

) 3.7. Laminado sujeito a carregamento

no plano

A forca direta por unidade de largura total no laminado na direcao
x é a soma das forcas em cada camada.

Assim,

Da mesma forma,

N VA
Ny =D N, p=

p

Oy pdz

p

N
p=1;

[HEN

p-1

N N p
Ny:ZNy,p:Z oy pdz
p=1 p=lz ,

N N Zp

Nyy :Z Ny, p :Z

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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3. Teoria de laminados

3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

Apesar das tensoes poderem ser diferentes nas diferentes camadas
do laminado, as extensoes sao constantes na espessura do
laminado.

Assim, podemos representar as equacoes 1.64 a 1.66 em funcio das
extensoes do laminado.

A equacao 1.50 que relaciona as tensoes com as extensoes da
camada pode ser usada.

Oy IZ11 IZ12 Izl?, Ex
< O'y — K21 K22 K23 D Ey - (1.50)
Oy ) Ko Kap Kgg |8y




3. Teoria de laminados

[l ” 3.7. Laminado sujeito a carregamento

no plano
Substituindo para o, , da equagao 1.50 na equacgao 1.64 tem-se
N Zp . . . x
Ny :Z _[ [Kll K1z Kl3]p gy rdz (1.67)
p=lz , <
Xy |

Uma vez que as extensoes sao constantes na espessura da camada
elas podem sair para fora do integral:

N - . . Ex Zp
N, = Z[Kll Ky K13]p Ey ( jdz
p=1 gx Zp,4

Estruturas em Materiais Compositos

g
Integrando tem-se

. g
NXZZ[KM Ky, IZ13]p< &y (Zp_zp—l) (1.68)

| Exy

122
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3. Teoria de laminados

3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

De forma idéntica obtém-se

3N

N Ex
Ny = Z[K12 K2z K23]p gy >(Zp — Zp—l) (1.69)
p=1 ngJ
L o]
ny = Z[KB Kazs K33]p< Ey >(Zp - Zp—l) (170)
1 ey

Reescrevendo estas trés equacoes na forma de matriz tem-se

N, N Kii Ky IZ13_ Ex
1 Ny >=Z(Zp —Zpa 521 |§22 Piza 16y ( (1.71)
\NXV, P= Kai  Kg K33_ 5 (Exy |



3. Teoria de laminados

[l ” 3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

Para simplificar a escrita ainda se pode escrever esta equacao na
seguinte forma

Ex

Ar Ar Al

8 X

lé Ny r=1A Ay Ap iy (1.72)
S \ny) A31 A32 A33 kgxy)

e onde

= N L _

g A =22 - 2,0 JKy), 1=18]=13 (1.73)
g p=1

=

£ que ¢ chamada de rigidez de extensao do laminado e relaciona as

=

forcas por unidade de largura no plano com as extensoes no plano
médio (que sao constantes na espessura).

124



3. Teoria de laminados

[l ” 3.7. Laminado sujeito a carregamento
no plano

A rigidez de extensado A;;, depende da rigidez reduzida de cada
camada (ver equacgao 1.43) e do termo da ordenada (z,-z, ,) que ¢,
de facto, a espessura da camada, t,.

Assim

N
A =2 tp(Ky), i=13j=13 (1.74)
p=1

Estruturas em Materiais Compositos
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

Nalgumas situacoes, em particular nas fases iniciais do projeto,
pode ser conveniente escrever as relacoes da forca por unidade de
largura-extensao (equacdo 1.72) como relacoes extensao-forca por
unidade de largura.

Reescrevendo essa equacao na forma simplificada

3

" Nx \ rgx
tN, r=[Ak &, b (1.75)
(N (Exy )

Podemos escrever as extensoes em funcao das forcas por unidade
de largura
e NX 3

y -=[Al Ny ¢ (1.76)

(Exy ] [Ny |
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

onde [A]* é a inversa da matriz [A].
Para um laminado simétrico pode verificar-se que as cargas no
plano nao produzem deformacoes fora do plano.

Podem, assim, definir-se tensoes médias através da espessura do
laminado como

Oy, =

% 5 :% 5 =Ny (1.77)

y Xy t

A equacdo 1.76 fica

M
p

Ql
>

S :t[A]_1< > (178)

<

x
<
.
el
<
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

A inversao da matriz [A] pode ser feita usando algebra matricial

padrao.
Representando [A]* como

[A]_l =& Qdyp 8y

d;; Qg a13}

Qi3 dpz dgz

onde
Ay = ( Ao Ag3 — A223)/AA
= (A11A33 A13) AA
as3 = (A11A22 Aiz) AA
= (A13A23 Ao Ags )/AA
a13 = (A A% — Ay A )/ AA
893 = (A Az — A Ags )/ AA

(1.79)

(1.80)
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

AA = A Ay Ags + 2R, Ags A — A22A123 - A33A122 - A11A223 (1.81)

A equacao 1.78 pode ser escrita na seguinte forma

<8y

g

- 3
gX

ajq

CXY)

a3

app
asy

Aoz

aj3
dsz |

a3

\Gx

Q9
J

Y

> (1.82)

Comparando a equacdo 1.58 de uma camada ortotrépica geral com
a equacdo 1.82 de um laminado podem obter-se as constantes
elasticas equivalentes do laminado nos eixos da estrutura (eixos de

referéncia).



ll , 3. Teoria de laminados
l 3.8. Constantes elasticas equivalentes

Assim, verifica-se que

1w My
. E, E, E,
2 A dp 3
Z Ve 1 m,
& Ua, a»p 83|(=-— = ~—=
s E, E, E,
P Q3 Qy3 Ag3 m m 1
ot X y
= A _—
[«D]
= E E G
= L X y Xy |
g
[«D]
<
=
E
3
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

e - b
e, L
1
Gy =—
Viy ta,, E,
Vi =—ta,E,
m, =—ta;E,
m, = —ta,skE,

Logo, as constantes elasticas equivalentes sao

(1.83)



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.8. Constantes elasticas equivalentes

Exemplo 1.07: A figura 1.10 mostra a sec¢ao transversal no
plano xz de um laminado simétrico com quatro camadas
isotropicas orientadas na mesma direcao. Todas as camadas tém
uma espessura de 0,15 mm. Sabendo que o médulo de Young das
camadas ¢ 70000 N/mm? e que o coeficiente de Poisson é 0,3,
calcular as constantes elasticas equivalentes do laminado para o
caso de carregamento no plano.

4

Estruturas em Materiais Compositos

0.15 mm

= | I Ll | o
— |

132 Figura 1.10 Laminado do exemplo 1.07




ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.8. Constantes elasticas equivalentes

Exemplo 1.08: A figura 1.11 mostra a seccao transversal no plano
xz de um laminado simétrico com quatro camadas ortotrépicas
orientadas a 0°. Todas as camadas tém uma espessura de 0,15
mm. As propriedades da camada sao: E,=140000 N/mm?,
E,=10000 N/mm?, G,,=5000N/mm? e v,,=0,3. Calcular as
constantes elasticas equivalentes do laminado.

4
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0.15 mm

= | I Ll | o
— |

133 Figura 1.11 Laminado do exemplo 1.08




ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.8. Constantes elasticas equivalentes

Exemplo 1.09: A figura 1.12 mostra a sec¢ao transversal no
plano xz de um laminado simétrico com quatro camadas
ortotropicas orientadas a 45°. Todas as camadas tém uma
espessura de 0,15 mm. As propriedades da camada sao:

E ,=140000 N/mm?2, E,=10000 N/mm?, G,,=5000N/mm? e
v,,=0,3. Calcular as constantes elasticas equivalentes do laminado.

4
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0.15 mm

= | I Ll | o
— |

134 Figura 1.12 Laminado do exemplo 1.09
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3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

O método para determinar as constantes elasticas equivalentes de
um laminado ilustrado nos exemplos anteriores é aplicavel a todos
os laminados simétricos.

Pode ver-se, no entanto, que ocorrem muitas simplificacoes quando
as camadas sao idénticas em termos de material e orientacao.

Obviamente, nem sempre se verifica esta situacao num laminado.



ll l ) 3. Teoria de laminados

3.8. Constantes elasticas equivalentes

Exemplo 1.10: O laminado de quatro camadas simétrico da

figura 1.13 tem camadas de espessura igual e duas orientacoes
diferentes, 30° e 45°. Para as camadas 1 e 4 E,=200000N/mm?,

Estruturas em Materiais Compositos

Z i

3['_':'

45°

E,=15000N/mm?, G,,=10000N/mm? e v,,=0,3. Para as camadas 2
e 3 E,=140000N/mm?, E,=10000N/mm?, G,,=5000N/mm? e
v,,=0,3. Calcular as constantes elasticas equivalentes do laminado.

0.13 mm

45°

= [ro o] &=

3{}0

136 Figura 1.13 laminado do exemplo 1.10
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3. Teoria de laminados

3.9. Resisténcia do laminado

Para avaliar a resisténcia do laminado é necessario calcular
primeiro as tensoes individuais de cada camada.

Apesar de se ter verificado que todas as camadas do laminado
sofrem a mesma extensao, as tensoes variam de camada para
camada dependendo da sua orientacao e propriedades.

Tendo calculado as tensoes em cada camada, a resisténcia do
laminado pode ser investigada usando qualquer critério de falha
adequado.



ll ) 3. Teoria de laminados
l 3.9. Resisténcia do laminado

« Por exemplo, segundo a teoria da tensao maxima, qualquer
camada p do laminado falha quando:
— Para tensoes de tracao:

o
g —L>1
lé X,
= o
S —£>1
Y,
5
§ — Para tensoes de compressao: ‘ ‘
0,
g —>1
2]
g ‘ X c ‘
=
E ‘0-2‘ 1
iz >
Yo
— Para tensoes de corte: ‘ ‘
o
12
>1
S

138
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3. Teoria de laminados

3.9. Resisténcia do laminado

Exemplo 1.11: O laminado de quatro camadas simétrico da
figura 1.14 tem camadas de espessura igual e duas orientacoes
diferentes, 30° e 45°. Para as camadas 1 e 4 E,=200000 N/mm?,
E,=15000 N/mm?2, G,,=10000 N/mm? e v,,=0,3. Para as camadas
2 e 3 E,=140000 N/mm?, E,=10000 N/mm?, G,,=5000 N/mm? e
v,,=0,3. Sabendo que o laminado esta sujeito a uma tnica forca
por unidade de comprimento N, =100 N/mm, calcular as tensoes
nas camadas e verificar a resisténcia do laminado quando
X,=1500N/mm?, X,=1200 N/mm?, Y,=50 N/mm?, Y,=250 N/mm?
e S=70 N/mm?.

i |
4 30° 0.13 mm
3 45° t
2 45° X
Figura 1.14 laminado do exemplo 1.11 1 30°
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4. Vigas de Paredes Finas em
Composito

Alguns elementos estruturais em muitos avioes modernos sao
fabricados em materiais compositos.

Estes componentes tém geralmente a forma de laminados com
empilhamento de camadas coladas entre si.

A orientacao de cada camada pode ser diferente das camadas
adjacentes para que a resisténcia e a rigidez desejadas numa dada
direcao sejam obtidas.

A determinacio das propriedades elasticas dos laminados é longa,
como se viu anteriormente, e aqui val assumir-se que sao
conhecidas para nos concentrarmos no efeito da construcao em
compoOsito na analise estrutural.
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4. Vigas de Paredes Finas em
Comp0sito

A determinacio das tensoes e deslocamentos em vigas de paredes
finas, de seccao aberta e fechada, sujeitas a cargas axiais, de flexao,
de corte e de torcao ja é conhecida.

Vamos, agora, reexaminar estes casos para determinar o efeito da
fabricacao em composito.

A figura 1.15 mostra uma viga de paredes finas que pode ter seccao
aberta ou fechada e que é fabricada com laminados (1), 2), (3),...

As dimensoes dos laminados e as suas propriedades elasticas sao
diferentes.

A viga esta sujeita a cargas axiais, de flexao, de corte e de torcao, as
quais sao positivas nos sentidos mostrados.



ll ” 4. Vigas de Paredes Finas em
Comp0sito

Os eixos XYZ da viga estao representados em maitsculas.
O eixos do laminado xy estiao representados em minusculas.

Estruturas em Materiais Compositos

Figura 1.15 Seccdo em compdsito de paredes finas /

P
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ll ) 4. Vigas de Paredes Finas em Composito
l 4.1. Carga axial

Suponha-se que a porc¢ao da carga axial P suportada por um
laminado 1 é P,

A extensao longitudinal ¢ ; no laminado ¢ igual a extensao
longitudinal ¢, na viga uma vez que um pressuposto basico da

analise, exceto no caso da torcao, é que seccoes planas
permanecem planas ap6s a aplicacao da carga.

Assim

X, Ex,i (184)

Estruturas em Materiais Compositos

Entao
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.1. Carga axial

ou
B =&,bLE,; (1.85)
A carga total na viga é
P gziZ::biti E,, (1.86)
Pode reparar-se que na Eq. (1.8_5) g, € a extensao longitudinal na

seccao da viga e, por isso, tem o mesmo valor para todos os
laminados e pode ser colocada fora do somatorio.

O moédulo de Young para um dado laminado é o mesmo quando se
refere ao eixo x ou ao eixo Z.
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.1. Carga axial

Assim, a Eq. (1.86) pode ser reescrita na forma

P=¢,) btE,, (1.87)
i1
c
P
£ =—
S b, (1.883)
i1

Considerando que b;t; € a area da seccao do laminado 7, também se
pode escrever (sendo AE a rigidez axial)

P
- i AE,, (1.88h)

&

z



ll ) 4. Vigas de Paredes Finas em Composito
l 4.1. Carga axial

Exemplo 1.12: Uma viga tem uma seccao em composito,
simétrica em relacao ao eixo horizontal, como mostra a figura
1.16. Os laminados das mesas sao idénticos com moddulo de Young
E,=60000N/mm? enquanto que a alma tem um modulo elastico
de E,=20000N/mm?. Se a viga estiver sujeita a uma carga axial de
40KkN, determine a forca axial em cada laminado.

150 mm

Estruturas em Materiais Compositos

146 Figura 1.16 Secgdo da viga do exemplo 1.12 - _I
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.2. Flexao

Anteriormente ja foram derivadas expressoes para a distribuicao
de tensoes diretas em seccoes assimétricas.

Nesta derivacao, a tensao direta num elemento da seccao
transversal da viga foi expressa em funcao do modulo de Young, do
raio de curvatura da viga, das coordenadas do elemento e da
inclinacao do eixo neutro relativamente ao eixo X.

Assumiu-se que a viga era constituida por um material uniforme e,
por isso, o moédulo de Young era constante.

Para uma viga em composito, esta situacao nao é necessariamente
verdade, uma vez que o E pode variar de laminado para laminado.
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.2. Flexao

Assim, os momentos fletores ficam

- E

Z,

M, = (xsin & + y cosa )ydA

X JA

Mm%

M, = [ =2 (xsin a + ycosa )xdA

>
kS

ou

M, =——] E,ixydA+
Jo,

M, =" E, x?dA+
JA !
yo,

CoS .-A £, .y2dA

cosa ¢
.AEZ,ixydA

Assim, definem-se os segundos momentos de area modificados
que incluem os modulos E, ; referentes aos eixos XYZ.



ll ) 4. Vigas de Paredes Finas em Composito
l 4.2. Flexao

Os segundos momentos de 4rea modificados ficam

U = [ EzY2dA 5 13 = [ Bz X2dA 1y =] E;;XYdA  (1.89)

8

é; pelo que

S sin o COS«

@) 2 2
Rz My = Iy + | yx
= P

& sina,, COS« ,,

5 P P

= Resolvendo

g

P o oy — ey
4 !

' ' ) 2
P Iyex vy — Ty

149
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.2. Flexao

Logo, a tensao direta fica

o EZJKMYI'XX My Ly jx{mxl'w —MYI'XYH (1.90)

II Ir _Ir 2 Ir I/ _Ir 2
XX 'YY XY XX 'YY XY

Esta equacao é aplicavel a seccoes de parede fina abertas ou
fechadas.

Pode verificar-se que os valores dos segundos momentos e produto
de area modificados, I'yy, I'yy € Iy, correspondem aos valores de
rigidez a flexao Elyy, Elyy e Ely.
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.2. Flexao

Exemplo 1.13: Uma viga de
paredes finas tem a seccao
transversal da figura 1.17 e esta
sujeita a um momento fletor de
1000 Nm aplicado no plano
vertical. Se os modulos de Young
dos laminados das mesas forem
E,=50000 N/mm? e o da alma
E,=15000 N/mm?2, determine o
valor maximo da tensao direta na
seccao transversal da viga.

Figura 1.17 Secc¢éo da viga do exemplo 1.13

V]I.

1.0 mm

2.0 mm

50 mm

100 mm
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.3. Corte

4.3.1. Seccao aberta

Ja foi derivada uma expressao para a distribuicao do fluxo de corte
numa seccao de paredes finas aberta sujeita a forcas de corte.

Este fluxo de corte esta relacionado com a distribuicao das tensoes
diretas na seccao pelo que os argumentos usados numa viga de
seccao composta sujeita a flexao sao aplicaveis ao caso de vigas em
material composito sujeitas ao corte.

O fluxo de corte fica

Q. :_Ez,i|:(8x IS(X —SIY,|§<2Y ]j;tide+[SY I\,(Y S)I(’ X;( JJ tYdSi| (191)

ISy Loy — IS 1y
xx lyy — Ixy xx lyy

Note-se que nesta equacao, s € medido a partir da ponta aberta da
seccao da viga e os segundos momentos de area modificados
(rigidez a flexao) sao definidos na Eq. (1.89).
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.3. Corte

4.3.2. Seccao fechada

O mesmo argumento é aplicavel as seccoes fechadas de vigas em
material composito.

O fluxo de corte total (para o caso sem tensores) fica

Syl =Sy 1y s Sylyy =Sxlky s
qS:_EZ,iI:( x I xx — 9Oy Txy Jj‘otiXdS+( v vy =9x Txy jjotinS}+qs,o (1.92)

O T 101 — 102
XX 'YY XY XX 'YY XY

Na Eq. (1.92) o valor do fluxo de corte g, , na origem de s ¢ obtido
usando a equacao

Sx Mo =Sy <o :§ Pa, +2A0; (1.93)
ou a equacao

Ozjf PO, +2Ads (1.94)
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

4.3. Corte

Exemplo 1.14: A seccao triangular em compo6sito de uma viga de
paredes finas esta mostrada na figura 1.18. Esta seccao suporta
uma forca vertical de 2 kN aplicada no seu apex. Se as paredes 12 e
13 tiverem laminados com moédulo de Young 45000 N/mm? e a
alma vertical 23 tiver um laminado com moédulo 20000 N/mm?,
determine a distribuicao do fluxo de corte na seccao.

3

A

2.0 mm

1.5 mm

300 mm

| |

Figura 1.18 Seccdo da viga do exemplo 1.14 —
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.1. Seccao fechada

O fluxo de corte numa viga de paredes finas e seccao fechada
sujeita a um momento torsor em que a deformacao nao esta
restringida é obtida de

T =2Aq
ou seja
T
a=2x (1.95)

A derivacao da Eq. (1.95) baseia-se puramente em condicoes de
equilibrio e, por isso, nao tem em conta as propriedades elésticas
da seccao da viga.

Desta forma, a Eq. (1.95) também se aplica a seccoes em
composito, tal como a sec¢oes em materiais isotropicos.
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.1. Seccao fechada

A taxa de torcao de uma seccao fechada sujeita a um momento
torsor é dada por

do T ¢ds

dz  4A? § Gt
Esta expressao também se aplica a uma viga em composito de
seccao fechada desde que o modulo de corte G se mantenha dentro
do sinal de integracao e que o modulo de corte do laminado Gyy;
seja usado apropriadamente.

A Eq. (1.96) fica

(1.96)

de T ds
N §Gt

dz  4A?I Gy it (1.97)
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.1. Seccao fechada

Rearranjando
4N d6
ds dz (1.98)
C-:'XY,iti

Como foi visto anteriormente, o momento torsor e a taxa de torcao
numa viga estao relacionados com a rigidez a torcao GJ, na forma

T _do
GJ dz
Assim, da Eq. (1.98), pode ver-se que a rigidez a torcao de uma
viga de seccao fechada em composito é dada por
47

ds (1.99)
GXY,iti

GJ =
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.1. Seccao fechada

Exemplo 1.15: A seccao retangular em composito de uma viga de
paredes finas mostrada na figura 1.19 suporta um momento torsor
de 10 kNm. Se o modulo de corte do laminado dos elementos
horizontais for 20000 N/mm? e o modulo de corte das almas for
35000 N/mm?2, determine a distribuicao do fluxo de corte na
seccao, bem como a taxa de torcao e a rigidez a torcao.

LY
5 E.Dmml

‘ T

100 mm
1.0 mm

Figura 1.19 Seccéo da viga do exemplo 1.15 - 200 mm -
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.2. Seccao aberta

A rigidez a torcao de uma viga de paredes finas e seccao aberta
também é dada por GJ.

Para uma viga de materiais compositos, o médulo de corte tem que
permanecer dentro do somatorio ou do integral e tomar o valor de

Gy
Assim
GJ = ZGXYJ =L (1.100)

ou

1
GJ = §LECGXYJti3dS (1.101)
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito
4.4. Torcao

4.4.2. Seccao aberta

A taxa de torcao da viga esta relacionada com o momento torsor
aplicado.

Para uma viga de seccao aberta de material compoésito, as relacoes
mantém-se mas a rigidez de torcao é dada pelas Egs. (1.100) ou
(1.101).

Assim

n st3)deo
T= Gyyi— | == 1.102
(,Z_ll XY 3sz ( )

ou

1 dé
T z(g LeCGXY,itistjd_Z (1.103)



4. Vigas de Paredes Finas em Composito

ll l ) 4.4. Torcao

4.4.2. Seccao aberta

Tendo obtido a taxa de torcao da viga, obtém-se a distribuicao da
tensao de corte em qualquer ponto na espessura da viga com

do
A tensao de corte maxima ocorre na superficie da seccao da viga

onde n=+t/2.
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4. Vigas de Paredes Finas em Composito

ll l ) 4.4. Torcao

4.4.2. Seccao aberta

Exemplo 1.16: Uma seccao em C com as dimensoes da figura
1.20 é feita de composito e suporta um momento torsor de 10 Nm.
Se o mddulo de corte do laminado das mesas horizontais é

£ 20000N/mm?2 e o modulo de corte da alma é 15000 N/mm?2,
E determine a tensao de corte maxima na seccao.
@)
@
% 1.5
£ s
3 2 1
ks |
5
g si 50 mm
=
v
s—-*—?ﬁmm
Figura 1.20 Seccdo em C da viga do exemplo 1.16 3 4 ——

25 mm
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