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G 1. Introducao

Covilha
Portugal

Existem varios fenomenos aeroelasticos que afetam o
comportamento aero-estrutural das superficies sustentadoras e
por isso 0 seu projeto tem que permitir que esses efeitos nao
ocorram dentro do envelope de operacao normal da aeronave.

Os trés fenomenos que serao estudados sao:
1. Divergéncia

2. Flutter

3. Reversao de comandos

©
-
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior


https://www.youtube.com/watch?v=egDWh7jnNic

79’ 2. A Seccao Tipica em
uBl  Aeroelasticidade

Portugal

A seccao tipica é usada para analisar o comportamento
aeroelastico de superficies sustentadoras recorrendo a
informacao da seccao da asa.
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7 2.1. Estabilidade de Um Grau de

uBl Liberdade

Covilha
Portugal

Considere-se o sistema mecanico de um grau de liberdade da
figura. O sistema consiste numa massa concentrada m, uma
mola com constante k e um amortecedor com um coeficiente de
amortecimento viscoso c. A forca externa aplicada € F(t) e o

£ deslocamento x(t) € medido a partir da posicao de equilibrio.
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A energia potencial armazenada em qualquer instante de tempo
t medida a partir da posicao de equilibrio pode ser escrita como

. 1
U :_[kxdx:akx2 (2.1)

0

A energia cinética da massa m €

1,
T=7mx" (2.2)

onde x’=dx/dt. A funcao de dissipacao pode ser escrita como
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1 12
D=§cx (2.3)
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Aplicando a equacao de movimento de Lagrange

!

dL dL dD
(dx’j Tax X R (2.4)

onde L=T-U e Q € a forca generalizada correspondente ao grau
de liberdade x, obtém-se

mx" +cx'+ kx = F(t) (2.5)

Num sistema estrutural dinamico, m, c e k sao constantes reais
positivas. Este sistema € estavel, no sentido que, se o sistema é
sujeito a uma perturbacao inicial apos, por exemplo, uma forca
impulsiva F(t)=F,0(t) onde &(t) € a funcao delta de Dirac, a
resposta do sistema x(t) decai assintoticamente para zero.
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Tambeém se sabe que quando a razao de amortecimento <1
[y=c/c.=c/(4km)'/?], entdao c?<4km, e a resposta € uma oscilacao
amortecida com a frequéncia de oscilacao dada pela frequéncia

natural amortecida do sistema mecanico w=aw,(1-7%)"'%, onde
w,=(k/m)'/2 € a frequéncia natural nao amortecida do sistema

mecanico. Uma resposta tipica neste caso € mostrada na figura.

-
A L L
A 1

(1)

c2<4km 1 N

c>0 \\/ v \T
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Quando c2>4km, a resposta € tambéem estavel mas € um
movimento nao oscilatorio. A figura seguinte mostra a resposta

tipica neste caso.

c?>4km .
c>0
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Consideremos o mesmo sistema mecanico com a adicao de
forcas nao conservativas, isto € forcas que nao derivam de um
potencial, e sao inerentes ao sistema, isto € nao sao cargas
aplicadas exteriormente devido a mudanca de posicao da
coordenada generalizada.

Em aeroelasticidade, estas forcas chamam-se forcas
aerodinamicas incrementais devido ao movimento. Vamos
assumir que estas forcas sao proporcionais ao deslocamento e a
velocidade do sistema mecanico de um grau de liberdade.

A equacao de movimento pode, neste caso, ser escrita na forma
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mx”"+cx' +kx=F (t) + C1X, + k1X (26)
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ou

MX" + C X'+ K X = F (1) (2_7)

onde c.=c-c; € 0 amortecimento efetivo da configuracao do
sistema e k. =k-k; € a rigidez efetiva da configuracao do
sistema.

Considere-se em primeiro lugar a situacao em que k,=0 e ¢,=0.
Se ¢, € real positivo e menor do que ¢, o comportamento do
sistema € como referido anteriormente e estavel.

Se ¢, € real positivo e maior do que ¢, entao o sistema tem
amortecimento negativo e a resposta do sistema vai ser
oscilatoria divergente se c,.*<4km ou sera nao oscilatoria
divergente se C..*>4km.
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As figuras seguintes ilustram cada uma destas respostas.

x A

N\ /\ - Cor>4Kkm
\\/ \/ Cerr<0
xy A
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2
Cor~<4km
Cerr <O
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Estes sistemas sao chamados de sistemas dinamicamente
instaveis ou que possuem instabilidade do tipo flutter. E curioso
notar que a instabilidade € inerente a configuracao do sistema,
isto €, € uma propriedade da configuracao do sistema e nao tem
nada a ver com a forca externa aplicada F(t) ou com a natureza
da sua origem.

A instabilidade € uma propriedade do sistema e depende apenas
do parametro ¢, que por sua vez € uma propriedade da
configuracao do sistema. Além disto, nota-se que o limite da
instabilidade ocorre quando a configuragao tem c, igual a zero.
Neste caso, tem-se uma resposta de movimento harmonico
simples com uma frequéncia igual a frequéncia natural nao
amortecida do sistema mecanico.
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Esta condicao chama-se de condicao critica, e separa o
comportamento estavel, isto e, c.;>0, do sistema instavel, isto
€, Ce<0.

Finalmente deve ser observado que situacoes idénticas as da
figura anterior sao raramente encontradas na pratica,
principalmente na aeroelasticidade onde ¢, € geralmente uma
funcao da velocidade de voo do veiculo. Assim, fisicamente uma
situacao oscilatoria divergente acontecera antes (numa
velocidade mais baixa) de uma situacao nao oscilatoria
divergente.

Considere-se agora 0 caso em que C é positivo e k,=0. Quando
kos € real e positivo, o sistema € estavel como referido no inicio
deste capitulo, e o comportamento do sistema € oscilatorio ou
nao.
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Quando k. € inferior a zero, isto € k;>k, a solucao da equacao
diferencial mostra que o sistema € instavel em que a resposta do
sistema a uma perturbacao inicial cresce exponencialmente com
o tempo num movimento divergente nao oscilatorio. O limite da
estabilidade e obtido quando k,=0 e &€ chamado novamente de
condicao critica.

Este fenomeno chama-se divergéncia estatica ou fenomeno de
aeroelasticidade estatica. Esta denominacao deriva do facto de
a instabilidade poder ser explicada usando apenas o termo de
rigidez efetiva. No entanto, este fenomeno é nitidamente
dinamico. Para ele acontecer, tem que se ter k,>k e k,x deve-se
ao movimento: logo a sua origem é dinamica.
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2.1. Estabilidade de Um Grau de
Liberdade

A partir desta exposicao simples, baseada no comportamento de
um sistema mecanico com um grau de liberdade na presenca de
forcas nao conservativas, podem observar-se alguns factos:

1. A equacao de movimento € escrita a partir do estado inicial
de equilibrio:

2. A estabilidade do sistema é estudada a partir do estado
inicial de equilibrio;

3. O problema de estabilidade do movimento € uma

propriedade da configuracao do sistema e nao depende da
origem das forcas externas aplicadas.

4. Os limites de estabilidade sao obtidos quando c.=0 ou
Kes=0.
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2.2. A Seccao Tipica

Nesta seccao, sera usado o pressuposto aerodinamico quase-
estatico para a representacao das cargas aerodinamicas
incrementais nao estacionarias.

De acordo com este pressuposto, as caracteristicas
aerodinamicas de um perfil em movimento sao iguais em
qualquer instante de tempo as caracteristicas do mesmo perfil
quando se move com velocidades lineares e angulares constantes
iguais aos valores instantaneos reais.

O pressuposto aerodinamico quase-estatico introduz uma grande
simplificacao na formulacao do problema e, ao mesmo tempo,
nao mascara os aspetos fisicos com complicacdoes matematicas.
Estas simplificacOes serao removidas mais tarde e as cargas
incrementais nao estacionarias serao formuladas usando a teoria
potencial linearizada.
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— 2.2. A Seccao Tipica
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Para aléem disto, as limitacoes na seccao serao feitas para
escoamentos bidimensionais. O tratamento da envergadura finita
sera feito usando o pressuposto da teoria do elemento de asa e,
de acordo com esta teoria, as caracteristicas aerodinamicas em
qualquer estacao da envergadura serao consideradas as mesmas
como se os perfis estivessem colocados em escoamento
bidimensional sem interacoes ao longo da envergadura. Mais
tarde, estas simplificacoes serao removidas.
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2.2. A Seccao Tipica
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Considere-se uma placa plana num escoamento potencial com
uma velocidade U na direcao x paralela a placa como mostra a

figura.
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— 2.2. A Seccao Tipica
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Considere-se que a placa tem dois graus de liberdade como
mostra a figura abaixo: uma translacao vertical h e uma rotacao
@ em torno do eixo elastico do perfil. A coordenada de
translacao h € medida positiva para baixo e o grau de liberdade
de rotacao 0 e medido positivo com bordo de ataque em cima.
Ambas as coordenadas sao medidas a partir da posicao inicial de

equilibrio do perfil. /
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equilibrium

’ // 0.0' O\ 4

-
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1 2.2. A Seccao Tipica
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O funcional de energia potencial elastica em qualquer instante
de tempo, medido a partir do estado inicial de equilibrio, & dado
por

h 0
U = [hdn+ [k,@10=Z 7+ k, 67 (2.8)
0 0

Para um elemento de massa dm da placa colocado a uma posicao
r, medida a partir da posicao do eixo elastico ea, pode escrever-
se uma expressao para a energia cinética

©
-
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

1 ' r\2
dT =§(h +rd'y dm (2.9)

Integrando para a seccao completa tem-se

_1 12 rn’ 1 12
T_Emh +SWh9+§I99 (2.10)
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onde m € a massa total por unidade de envergadura
m= Idm

S,, € 0 momento estatico da massa em torno do eixo elastico por
unidade de envergadura

S, :Irdm

e |,€ o momento de inércia em torno do eixo elastico por
unidade de envergadura
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Considerando que o sistema possui amortecimento estrutural
viscoso, pode escrever-se uma funcao de dissipacao para
representar o amortecimento estrutural como

_ 1 12 1 12
D_Echh +5090 (2.11)

Usando a teoria aerodinamica quase-estatica, podem escrever-se
expressoes para a sustentacao aerodinamica incremental L e o
momento aerodinamico incremental M em torno do eixo elastico

ea como
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1 dC
Q =-L=-ZpU’c—"a 2.12
h 1Za
2 da ( )
b
M=M_+L| —+ab (2.12b)
2
Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Universidade da Beira Interior , o

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais



— 2.2. A Seccao Tipica
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Na equacao (2.12a), a forca generalizada Q,, € positiva para
baixo e a sustentacao L € positiva para cima para um angulo de
ataque incremental «, e p € a massa volumica do ar do
escoamento livre.

Na equacao (2.12b), M_, € o momento aerodinamico em torno do
centro aerodinamico devido as cargas aerodinamicas
incrementais e o centro aerodinamico € assumido como estando

na posicao de V4 da corda.

O angulo de ataque incremental o deve-se ao angulo de rotacao
incremental 6, a velocidade vertical incremental h’ e a
velocidade rotacional incremental &, e pode escrever-se para
qualquer posicao da corda r como
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h" or
a=9+U+— (2.13)
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Para a seccao bidimensional do perfil completa, a intensidade
total do vortice correta é obtida tendo em conta que os vortices
estao concentrados a ¥4 da corda e calculando a velocidade a %
da corda onde a condicao de fronteira de tangéncia do
escoamento € aplicada.

Este facto permanece mesmo quando o pressuposto quase-
estatico € removido nos escoamentos bidimensionais. Desta
forma, pode escrever-se para o angulo de ataque incremental do
perfil completo «, usando a equacao (2.13) para r calculado a %

da corda, que
gl op(1
a=CrTTo 78 (2.14)
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Usando as equacoes (2.14) e (2.12) obtém-se

1 ,,dc[, h o ep(1
Q=rb=mpV Cd—;[“UT(z‘aﬂ (2153)
_ 1 2£dC, 1 h obfl_
M=Mat5 2 da (a+2j{9+U v (2 aﬂ (2.15D)

onde M_, € o momento aerodinamico incremental em torno de Y
da corda e é positivo para uma rotacao de bordo de ataque em

cima.
De acordo com a teoria quase-estatica, pode escrever-se M,
como

©
-
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

1 1 b

2.2 ' 2.2 '
M,==-pUcC 0 =-—=pUCc" —0 (2.16)
aa mac .
2 2 4U
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O trabalho W realizado pela carga aerodinamica incremental é

W :thhdt+IM6dt (2.17)
Entao

— W = [ Lohdt - [ Msat (2.18)

Note-se que na formulacao acima as coordenadas generalizadas
h e 6sao a deflexao e a rotacao em torno do eixo elastico,
respetivamente. Isto simplifica grandemente a formulacao da
expressao do funcional da energia potencial.

Se as coordenadas generalizadas fossem a deflexao e a rotacao
em torno do centro de massa, a expressao do funcional da
energia cinética seria simplificada.
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2.2. A Seccao Tipica

Neste caso, nao haveria o termo de acoplamento na expressao
do funcional da energia cinética; no entanto, por outro lado, a
expressao do funcional da energia potencial seria mais
complicada.

Aplicando as equacoes de movimento de Lagrange

!

A e, 219

——+
ox') ox ox
onde L=T-U e x=h ou x=6, obtém-se as equacoes de movimento
na forma

mh”+S,6"+k.,h+c,h'+c, h"+k,0+c,0 = f ()
1,0"+S,h"+k,0+c,0"+c,,h"+k,,0+c¢,,0 = f,(t)
onde f,(t) e f,(t) sao as forcas generalizadas incrementais
externas nos graus de liberdade x e 6, respetivamente.

(2.20)
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2.2. A Seccao Tipica
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e
f fb
Ci =7 kw = f Cio = (1_ g)_
U U
b fgh?  fb? (2.21)
: Can :_ng Ky =—1gb Cze':_( _g) U +4U
- com
= 1 ., dC 1
= f==pU%c— g==+a
< P 955 (2.22)
§ Podemos, agora, examinar a resposta de uma seccao tipica

sujeita a condicoes iniciais em vibracao livre, f,(t)=f,(t)=0.

Nestas condicoes as equacoes de movimento (2.20) ficam
mh”"+S,6"+k.h+ch'+c,h"+k,0+c,0 =0
1,0"+S,h"+k,0+c,0"+c, h+k,,0+cC,,0 =0
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2.2. A Seccao Tipica

Quando U=0, isto €, na auséncia dos efeitos aerodinamicos, e se
o amortecimento estrutural for desprezado, a equacao (2.23)
reduz a

mh"+S,0"+k,h=0

1,0"+S,h"+k,0=0 (2.24)

Para uma solucao nao trivial, o determinante de (2.24) deve ser
nulo, e pode escrever-se a equacao caracteristica do sistema

como

4 2 2 )2 2 _2 4
s'—(0f + @} J5* + 0l ) - 15" =0 (2.25)
onde
Kk k SZ
2 h 2 0 w
a)h = — a)e = — lL[ =
- ’ y (2.26)
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2.2. A Seccao Tipica

e w, € w,sao as frequéncias naturais nao amortecidas e nao
acopladas da seccao tipica e u representa o acoplamento entre
os graus de liberdade de translacao e de rotacao,
respetivamente. Note-se que considerando o problema fisico,
wy,, ®,€ L SA0 NUMeros reais positivos e u € inferior a 1 uma vez
que ml >S, 2.

Resolvendo a equacao caracteristica (2.25) obtém-se as
frequéncias naturais nao amortecidas da seccao tipica

2 L 02 )+ 2 2 2+4 20?

7 = (0 + )[04 - 03 + duaia =12 (2.27)
2(1- p)

As frequéncias naturais nao amortecidas da seccao tipica dadas

pela equacao (2.27) sao claramente reais e positivas.
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Os seus valores numericos sao inferiores a frequéncia natural de
rotacao nao amortecida e nao acoplada w, e maiores do que a
frequéncia natural de translacao nao amortecida e nao acoplada

a)ho
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Examine-se, agora, o caso em que U é diferente de zero, e, por
simplicidade e sem perder a generalidade, colocando S,=0 uma
vez que o seu efeito pode ser analisado separadamente. Nestas
condicoes, o eixo elastico coincide com o centro de gravidade da
seccao tipica, e a equacao de movimento (2.23) desacoplada

fica igual a
mh” +(c, +¢,, Jh'+k,h=0
1,0"+(c, +C,, )0 +(k, +k,, )0 =0
Examinando a primeira equacao de (2.28), observa-se que o
amortecimento estrutural ¢, € sempre positivo; c,,, € sempre um

numero real positivo porque c,,.=f/U e k;, € sempre um numero
real positivo.

(2.28)
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Assim, a partir de consideracoes fisicas, conclui-se que o termo
de amortecimento equivalente na primeira equacao de (2.28) é
definitivamente um numero real positivo e que o grau de
liberdade de translacao desacoplado nunca pode apresentar uma
instabilidade com base nas consideracoes apresentadas na
seccao anterior.

Examinando a segunda equacao de (2.28), pode observar-se que
0 amortecimento estrutural ¢, € sempre um numero real
positivo; no entanto, ¢,, pode ser positivo ou negativo, e k, e
sempre um numero real positivo enquanto que k,, pode ser
positivo ou negativo.

Conclui-se, assim, que o grau de liberdade de rotacao nao
acoplado da seccao tipica pode apresentar todos os tipos de
instabilidade apresentados na seccao anterior.
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Vamos analisar primeiro o termo de rigidez equivalente, que
pode ser escrito como

1 dC,
Koo =K, +k,, =k, — fgh=k, —= pU’c b
it = Ko T Kyp = 9 2/0 da(2+a) (2.29)

Analisando a equacao (2.29) pode ver-se que quando as-1/2, isto
é, quando o eixo elastico € coincidente com o centro
aerodinamico ou esta a sua frente, a divergéncia estatica nunca

pode ocorrer para a seccao tipica.

Divergéncia estatica pode ocorrer quando g € positivo e a
condicao critica de instabilidade é

Interacao Fluido-Estrutura

1 dC,
2
kK,—=pU-c +a b=0 (2.30)
2 da | 2
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Usando a equacao (2.30), obtém-se a velocidade de divergéncia
estatica, que é dada por

2K,

szp[mgj‘jﬁ (2.31)
(04

2 _
Udiv_

e usando para a seccao tipica, dC,/da=2 7, obtem-se

T K, _ | 0}
" b’pr(l+2a) b’pr(l+2a)
A equacao (2.32) representa uma relacao simples para a
velocidade de divergéncia estatica, onde os efeitos da altitude,
da frequéncia de rotacao ou do momento de inércia e do valor
numeérico considerado para dC,/da na velocidade de divergéncia

sao evidentes.

(2.32)
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2.2. A Seccao Tipica

Teoria do elemento de asa

Estamos em condicOes de estender a aplicacao para o caso
pratico do calculo da velocidade de divergéncia de uma
superficie sustentadora, com as limitacoes da teoria
aerodinamica quase estatica, usando a simplificacao
aerodinamica da teoria do elemento de asa.

A aproximacao da teoria do elemento de asa, para superficies
sustentadoras com grande razao de aspeto, consiste na divisao
da superficie em tiras estreitas mas finitas ao longo da corda,
assumindo que o escoamento em cada tira € bidimensional e nao
interage com o escoamento noutras tiras da superficie
sustentadora. O comprimento da corda da tira é a corda média
geomeétrica da tira.
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Considere-se a superficie sustentadora da figura, que esta
dividida em tiras de largura Ay;, corda media ¢; e posicao na

envergadura y;.
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Para cada tira, o momento aerodinamico pode escrever-se

1 .., dC (1
k299——§pU C‘E(Eﬁiijbﬂ (2.33)
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Para cada tira, dC,/da=2r e, escrevendo A,=pzU?, obtéem-se
Koo = =4 A (2.34)
onde A; € uma constante da tira dada por
A =b2(1+2a) (2.35)

Assim, a equacao (2.33) pode ser escrita na forma de matriz
para a superficie sustentadora completa como
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[koa 161} ==2[A 6] (2.36)

onde [k,,] e [A;] sao matrizes diagonais com os elementos dados
pelos valores da tira correspondente.
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A partir da teoria de elasticidade, também se pode escrever em
forma matricial, uma expressao para o momento torsor elastico
em torno do eixo elastico para a superficie sustentadora
completa

{Ti }: [kai ]{ei }: [Bi ]_1 {ei } (2.37)

onde [k,] € a matriz de rigidez torsional e [B;] € a matriz de
flexibilidade torsional.

Note-se que a matriz de flexibilidade torsional € mais facil de
obter do que a matriz de rigidez através do método dos
elementos finitos ou outros e através de medicoes
experimentais.
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2.2. A Seccao Tipica

Usando as equacoes (2.36) e (2.37), a condicao critica da
superficie sustentadora €

[B]"16,1-2|Ali6.}= 10} (2.38)
ou
{ei}_/l[c]{ei}: {0} (2.39)

onde [C]=[B] [A].
A equacao (2.39) pode ser escrita na forma de um problema
padrao de valores proprios como

[1]-2lclla ;= {0 (2.40)
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onde A=pnl?. A solucao do problema de valores proprios fornece
como primeiro valor proprio o valor mais baixo de A e, por isso,
o valor mais baixo da velocidade de divergéncia estatica da

superficie sustentadora.
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Exemplo 8.01: Pretende-se analisar quanto as caracteristicas
aeroelasticas a seccao de asa da figura abaixo. Esta asa €
retangular com semi-envergadura s=0,6m e a sua estrutura é
constituida por uma caixa de torcao de geometria retangular e
paredes finas com altura h=0,015m, largura 0,2c¢ (onde ¢=0,15m

é a corda da asa) e espessura t=0,4mm.
3¢/10 c/5

cl4 ab

f 1
G aa \\eiilg-\ r h

~—
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h
b=c/2 b

C
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Exemplo 8.01 (continuacao): Sabendo que a caixa de torcao €
feita de aluminio com massa volumica p,=2700 kg/m3, modulo
de Young E=68,9 GPa, modulo de corte G=26 GPa, que o declive
de sustentacao do perfil alar € dCl/da=2~rad', que a massa
volumica do ar € p=1,225 kg/m?3 e que a=-0,2, determine:

a) a velocidade critica de divergéncia, usando a teoria
aerodinamica quase-estatica aplicada a seccao tipica
aeroelastica.

b) a velocidade critica de divergéncia, usando a teoria
aerodinamica quase-estatica em conjunto com a teoria do
elemento de asa.
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Em seguida analisa-se a seccao tipica para S,=0 e com os graus
de liberdade acoplados. Nesta condicao, a equacao de
movimento (2.23) fica

mh”+k,h+c,h"+c, h"+k,0+c,0 =0

g 1,0"+k,0+c,0 +c,h"+k,,0+c,,0'=0 (2.41)
“_3 O conjunto de equacoes (2.41) tem solucao da forma
o h=he" &=0." (2.42)

onde h, e 8, sao numeros complexos genéricos.
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Substituindo as solucoes de (2.42) em (2.41), sao obtidas duas
equacoes algebricas homogeneas e simultaneas em h, e 64, e,

para a solucao nao trivial, o determinante tem que ser zero, o
que fornece a equacao caracteristica do sistema

(m|9)54 + (mcéteff + 1 o Cress )33 + (mkéeff + Crett Catt +Ki _Czh'cw')S2
+ (Cheff Kaetr + KnCutr — Czh'kla)s + (kh K g ): 0
Obtém-se uma instabilidade do sistema se a parte real de uma
das raizes da equacao (2.43) é positiva.

Pode mostrar-se que a condicao necessaria e suficiente para a
estabilidade do sistema € obtida quando todas as raizes e o
discriminante das raizes R tém o mesmo sinal.

(2.43)
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O discriminante das raizes R &
a, (a1a2a3 o aoas2 _a4a12) (2.44)

onde a; sao os coeficientes de s’ na equacao (2.43).

Examinando os coeficientes de s’ de (2.43), observa-se que a, e
a, sao sempre positivos a partir de consideracoes fisicas.

O coeficiente a, € negativo apenas se Kess fOr negativo e isto
produz a condicao de divergéncia estatica como apresentado
anteriormente. Também se vé que, neste caso, uma das raizes
da equacao caracteristica (2.43) vai ser zero, indicando que o
ponto critico de divergéncia ocorre para frequéncia nula.
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Analisando o coeficiente a, para uma possivel condicao de
instabilidade, a,<0, e usando as equacoes (2.21) e (2.43), pode
escrever-se que

(Ch + Cipy )(ke + k29)+ K (Ce + Copr )_ CooKip <0 (2.45)

Omitindo por agora os termos de amortecimento estrutural, pois
estes sao sempre estabilizadores, pode escrever-se a condicao
de instabilidade na forma
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Cipy (ke +Kyp )+ KpCog —Crgkyg <0 (2.46)

A avaliacao numérica de (2.46) fornece a velocidade critica de
flutter da seccao tipica sujeita a estas condicoes.
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2.2. A Seccao Tipica

Se 0 amortecimento estrutural for mantido, a equacao (2.45)
fornecera a condicao critica de flutter com os valores de
amortecimento assumidos.

Considerando o caso em que a=-1/2 e desprezando o efeito do
amortecimento estrutural, k,, e ¢,;,. sao nulos porque g=0, e a

equac;éo (2.46) reduz a
—f k, +k —b2 <0 (2 47)
” 6 h 4 .

Fisicamente, o termo dentro de parénteses é sempre positivo
pelo que a condicao de flutter so pode ocorrer para f=0, isto €,
U=0.
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Isto implica que se a velocidade do sistema for representada em
funcao do amortecimento do sistema, quando o amortecimento
estrutural € desprezado, as curvas comecam com amortecimento
do sistema nulo para velocidade nula.

Pode concluir-se que a seccao tipica com o centro de gravidade,

o centro aerodinamico e o eixo elastico coincidentes nunca pode
ter uma instabilidade do tipo flutter ou do tipo divergente.

Analisando o coeficiente a, para uma possivel condicao de
instabilidade, a,<0, e usando as equacoes (2.21) e (2.43), pode
escrever-se que
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m(k, +K,, )+ (c, +¢,, NC, +Cpp )+ K, 1, —CyppCpp <O (2.45b)
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Omitindo por agora os termos de amortecimento estrutural, pois
estes sao sempre estabilizadores, pode escrever-se a condicao
de instabilidade na forma

m(k, + Ky )+ Cy; Cppr + K, 1) —Cpp Gy <O (2.46Db)

A avaliacao numeérica de (2.46b) fornece a velocidade de flutter
critica da seccao tipica sujeita a estas condicoes.

Se 0 amortecimento estrutural for mantido, a equacao (2.46b)
fornecera a condicao critica de flutter com os valores de
amortecimento assumidos.
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Agora vamos analisar o caso em que o centro de gravidade nao
coincide com o eixo elastico, isto €, S,#0, desprezando o
amortecimento estrutural uma vez que o seu efeito é favoravel a
estabilidade. Para dedicar a atencao ao efeito do centro de
gravidade na estabilidade da seccao tipica vamos considerar que
os eixos elastico e aerodinamico estao na mesma posicao.

Com estas condicoes, as equacoes de movimento (2.23) ficam
mh"+S,6"+k,h+c h +k,0+c,0 =0

1,0"+S, 0" +K,0+C, ' +K,,0+C,,0 =0 (2.48)
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Mais uma vez, estas equacoes tém solucoes da forma

h=he" 0=0,e" (2.49)
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Substituindo as solucoes de (2.49) em (2.48), obtém-se duas
equacoes algébricas cuja equacao caracteristica, nao
considerando a solucao trivial, € dada por

sz f fb
ml, —S — S, —
( ok ( oy 4uj
b? fb? f
2
+(mk9+khle+f W_fswj (khm+k UJ s+(kyk,)=0

Examinando a equacao (2.50) pode ver-se que, se S, for
negativo, a seccao tipica nunca entrara em instabilidade porque
todos os coeficientes do discriminante de Routh tém o mesmo

sinal.

(2.50)

Interacao Fluido-Estrutura
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Por outras palavras, uma seccao tipica com os eixos elastico e
aerodinamico coincidentes e o centro de gravidade posicionado
no eixo elastico ou a sua frente nao apresentara problemas de
instabilidade aeroelastica, estatica (divergéncia) ou dinamica
(flutter).

Se S, for positivo, o coeficiente de s* sera ainda positivo porque
ml >S,,; o coeficiente de s da instabilidade apenas se f=0 como
apresentado anteriormente. Assim, o Unico coeficiente que pode
dar instabilidade € o de s2. Os outros coeficientes restantes, os
de s' e s0, sao positivos devido a consideracoes fisicas.

A condicao de instabilidade pode, entao, ser escrita como
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e a condicao critica de instabilidade de flutter pode ser escrita
como

. S, +./SZ —4(mk, +k,1,)
12 = o (2.52)
4U

A equacao (2.52) pode ser resolvida humericamente para se
determinar a velocidade critica de flutter nestas condicoes.

Para simplificar a exposicao, o amortecimento estrutural foi
desprezado nas analises apresentadas nesta seccao. No entanto,
como referido anteriormente, o seu efeito € sempre
estabilizador no sentido em que a velocidade critica de
instabilidade com o amortecimento estrutural € sempre superior
aquela obtida com o amortecimento estrutural nao incluido.

©
-
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



— 2.2. A Seccao Tipica

Covilha
Portugal

Nesta seccao so foi usada a teoria simples de aerodinamica
quase-estatica e, apesar da sua simplicidade, ela demonstrou
ser capaz de explicar a causa dos varios tipos de instabilidade de
natureza aeroelastica e o efeito de varios parametros envolvidos

no problema.
Na seccao seguinte sera usada uma teoria mais elaborada na

formulacao do problema e serao discutidos os seus meéritos
relativos quando comparada a teoria aerodinamica quase-

estatica.

©
-
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



— 2.2. A Seccao Tipica

Covilha
Portugal

Exemplo 8.02: Usando os dados do exemplo 8.01, determine:

a) a velocidade critica de flutter, usando a teoria aerodinamica
quase-estatica aplicada a seccao tipica aeroelastica.
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2.3. A Seccao Tipica Usando a Teoria
Potencial Transiente Linearizada

A determinacao exata das forcas aerodinamicas que atuam no
perfil em movimento transiente em torno do estado inicial de
equilibrio € complexa e muito detalhada.

Em cada instante de tempo, a mudanca de posicao do perfil
resulta numa alteracao da circulacao em seu torno, o que
provoca uma mudanca no vortice do bordo de fuga.

Estes vortices produzem velocidades verticais no perfil e afetam
as cargas aerodinamicas incrementais nao estacionarias na
seccao sustentadora, tornando o problema extremamente
complicado de analisar em termos fisicos e de representar em
termos matematicos.
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Por outro lado, como foi demonstrado em 2.1, no ponto critico
de instabilidade dinamica o movimento do sistema € uma
oscilacao harmonica pura.

Este facto promoveu o desenvolvimento da formulacao das
cargas aerodinamicas incrementais nao estacionarias que atuam
num perfil em movimento harmonico simples, o que limita o tipo
de nao permanéncia; no entanto, ela apresenta a solucao exata
no ponto de instabilidade critica.

Os primeiros estudos foram realizados por Birnhaum, Wagner,
Kussner e Glauert e mais tarde por Theodorsen e Ellenberger no
periodo de 1924 a 1939. Em 1940, Kussner na Alemanha e
Theodorsen e Garrick nos EUA, obtiveram numa forma simples,
as forcas e momentos incrementais que atuam num perfil
bidimensional em movimento harmonico simples.
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Theodorsen obteve a sustentacao e o momento de arfagem
incremental para o caso incompressivel, usando as solucoes
potenciais linearizadas para os tipos de movimento individuais,
isto e, as solucoes individuais devido a 6, &, h’, etc.

Assumindo linearidade para somar as solucoes individuais e
aplicando o teorema de Bernoulli, ele obteve a sustentacao
incremental total como

Interacao Fluido-Estrutura

L. = zob {—E—i—UC(k)h#a@” {2(61—%)(:(@—1}

2 (2.53)
U 2U
’
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Interacao Fluido-Estrutura

2.3. A Seccao Tipica Usando a Teoria
Potencial Transiente Linearizada

e o0 momento incremental em torno do eixo elastico da seccao
tipica como

= b {——h” Z:)ng C(k)h’+(%+a2)9”

2 (2.54)
+{2(l—a2JC(k)—l+a}29—ng C(k)@}
4 2 b b®
onde C(k) é a funcao de Theodorsen dada por
(2) i
Ck) = F(K)+iG(K) = (&) K(K) (2.55)

H2(K) +iH? (k) - K, (ik) + K, (ik)

onde H,? e H,1?) sao as funcdes de Hankel do segundo tipo e
ordem zero e um, respetivamente; K, e K, sao as funcoes
modificadas de Bessel do segundo tipo e ordem zero e um,
respetivamente;
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e F(k) e G(k) sao as partes reais e imaginaria, respetivamente,
da funcao de Theodorsen.

Todas estas funcoes sao funcao do parametro de frequéncia
reduzida adimensional, k, que é definido por

_bo
U

k (2.56)

onde w € a frequéncia de oscilacao da seccao tipica.

As funcoes de Hankel e as funcoes modificadas de Bessel do
segundo tipo podem ser encontradas em forma de tabela ou em
forma de séries de poténcia em varios livros de funcoes
matematicas.

As partes real e imaginaria das funcoes de Theodorsen, F(k) e
G(k), sao funcoes analiticas com comportamento suave.
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As partes real e imaginaria das funcoes de Theodorsen, F(k) e
G(k), sao mostradas nas figuras abaixo em funcao do parametro
de frequéncia reduzida k para k<1.

e F®9 b
= A
o A
7
i 1.0 _ 020 |
=
5 09 - 018 _
L
18 08 012 |
%v\
07 |
E 008 _|
)
< 06 004 _
0.5 T T T T T T T T T T - 0.00 T T T T T T T T T T >
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 k 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 k
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A tabela abaixo mostra uma pequena compilacao das funcoes
F(k) e G(k). Existem na literatura varias expressoes aproximadas
para as partes real e imaginaria da funcao de Theodorsen.

k F -G k F -G

00 0.5000 0 0.80  0.5541 0.1165
10.00 0.5006 0.0124 0.50  0.5979 0.1507
6.00 0.5017 0.0206 0.20  0.7276  0.1886
4.00 0.5036 0.0305 0.05 0.9090 0.1305
1.00 0.5394 0.1003 0 1.000 0
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Uma formula simples e precisa para o calculo destas funcoes foi
obtida por Jonas na seguinte forma

0.165 0.335

C(k)=1- 00455~ o3 Para k<0.5
© 1- I 1-—
5 k K (2.57)
= 0165  0.335 |
: C(k)=1- S0AL. - 032 para k>0.5
£ 1- 1
- k k
g O erro maximo desta equacao para a primeira parte € 2,7% e

para a segunda parte é -2,1%.

Como o movimento é harmonico, as solucoes tém a seguinte
forma

h _ hoeia}t 0 = Qoeia)t (258)
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2.3. A Seccao Tipica Usando a Teoria
Potencial Transiente Linearizada

As solucoes da equacao (2.58), quando substituidas nas equacoes
(2.53) e (2.54), dao expressoes para a sustentacao incremental
total e para o momento em torno do eixo elastico da seccao
tipica na forma

L, = ﬂpa)zb{Lh E+ (L, —oL, )0}

_ 214 h ( ) 2 ]9 ( ' )
M., = zpw’b {(Ma —th)EJr[Ma —g(L, +M, )+ gL,
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Os coeficientes L,, L, M, e M_ estao publicados em varias
referéncias e sao dados por:

Lh:1—|2C(k)
o k
E ] _1_i1+ 2C(k)_ 2C(k)
ot “ 9 Kk k2
E 1
M, =3
= 8 k
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Usando as expressoes das cargas aerodinamicas oscilatorias
incrementais dadas pela equacao (2.59) e substituindo as
solucoes harmonicas de (2.58) nas equacoes de movimento, pode

escrever-se
A Bl(h,/b] [0
¢ ol o eon

Interacao Fluido-Estrutura

onde
2 2
w w, .
A= p 1—(—9j (—h] (1+ic, )|+ L,
0 600
1
B=x, +L,~Lg C=px,+3-Lg (2.61)
w,\’ 1
D=ur?l1-| =2 | (l+ic,)|+L,g*+M_ -L,g-=g
) 2
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_ m r2 _ Ia
,Ll— ﬂ_mZ a mb2 (262)
Em (2.61) x_, € a distancia entre o centro de gravidade (cg) e o
eixo elastico e € positivo quando o cg se encontra atras do eixo
elastico.

Para uma solucao nao trivial da equacao (2.60), escreve-se
AB = A, +iA, =0
c p = ArTIAS (2.63)

onde A, e A, sao as partes real e imaginaria do determinante,
respetivamente.
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A solucao comeca assumindo um valor para k (k=wb/U).

Calculam-se os coeficientes aerodinamicos ou usam-se tabelas
aerodinamicas para obter os valores destes coeficientes para o
valor predefinido de k. Escreve-se X=1/«?, resolve-se Ax=0 e
obtem-se o valor de X, correspondente. Resolve-se A=0, obtém-
se o valor de X, correspondente e repete-se todo o processo para
diferentes valores de k.

Desenham-se as curvas de X, e X; em funcao de k.

Na intersecao das duas curvas, tem-se 0 mesmo valor de X

(X=1/ «?*). Determina-se este valor de w e o valor correspondente
de k. Deste valor de k, calcula-se a velocidade correspondente
U. Estes valores de w e U sao as condicoes criticas de flutter do
problema.
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¥ 2.3.2. Estudos Parameétricos Usando a

Teoria Potencial Bidimensional

As velocidades criticas de flutter de uma seccao tipica sao
calculadas para diferentes configuracoes para se fazer um
estudo parameétrico dos varios parametros envolvidos no

problema.
Os resultados estao resumidos nas figuras seguintes.
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1. Com o aumento de w,/ @,, a velocidade de flutter diminui,
com a velocidade minima a ocorrer para w,/ w,=1, resultando do
facto de a instabilidade de flutter ocorrer devido ao
acoplamento das duas frequéncias. Assim, a velocidade minima

©
. ocorre quando w,=a,.
5
.E w /w
L h «
S
E A
T m
o 12 = 2
D
] b
(] - _
I= 08 | a=-0,2
= 2 _
r:=1/3
04 | X, =01
0.0 - SR
05 10 15 20 25 U/wb
Fa
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2. O efeito da massa volumica do ar na velocidade de flutter é o
aumento de Ur com a reducao de p, isto €, torna-se conservador
executar os calculos de flutter ao nivel do mar.

o w L@
2 h «
o
" A
L
§ 12 = m
= =
E mph?
s
- 08 = a = _0,2
E 2
2 r:-=1/3
- 04
X, =01
0.0
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3. Com o aumento de x_, a velocidade de flutter diminui.

- o
5 )
hd
S 03
5 _ Su
1 Xa -_
5 mb
o
§ a=-0,3
o 01 _ )
g r, =025
£
0.0 T T = T T T o
05 1.0 15 20 25 U/wb
Foa
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4. Com o aumento de r 2, isto €, um aumento da rigidez a
torcao, a velocidade de flutter aumenta.

2
"o )
=
= 04
-
k7 2 |
Ll N, =—5
S 03 mb
E u =10
3 02 a=-0,2
U"
g X, =01
=
= 01 | o, /o, =03
00 , . i , , _—
05 10 15 20 25 U/wb
Foa
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2.3.3. Extensao a Superficies
Sustentadoras Tridimensionais

A teoria da seccao tipica pode ser extendida diretamente para o
calculo da instabilidade aeroelastica da asa plana de razao de
aspeto elevada e sem grandes massas concentradas em voo de
baixa velocidade usando a simplificacao aerodinamica da teoria
do elemento de asa.

Mais uma vez, a aproximacao da teoria do elemento de asa para
superficies sustentadoras de grande razao de aspeto consiste na
divisao da superficie sustentadora em tiras, de largura pequena
mas finita, distribuidas ao longo da envergadura e assumindo
que o escoamento em cada tira € bidimensional e nao interage
com o escoamento de outra tira da superficie sustentadora.

O comprimento da corda da tira € tido como a média geométrica
das cordas dessa tira.
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Considere-se, mais uma vez, a superficie sustentadora da figura,
dividida em tiras com uma largura de Ay;, uma corda media ¢; e

uma posicao na envergadura y;.
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Para cada tira vai usar-se a seguinte notacao:

m(y;) = massa por unidade de largura na estacao i;

I(y;) = momento de inércia em torno do eixo elastico (ea) por
unidade de largura na estacao i;

S.,(v;) = momento estatico da massa em torno de ea por unidade
de largura na estacao i.

Para cada tira na estacao y;, podem escrever-se expressoes para
a deflexao e a rotacao na seguinte forma

h(y,t)=f(y)h

o(y,t) =0(y)0
onde se assume que f(y) e d(y) sao os modos de flexao e de
torcao desacoplados normalizados para valores unitarios na
ponta da asa.
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(2.64)
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A expressao para a energia de extensao de deformacao para a
asa pode ser escrita como

1 o 0 ’ 1 0 ‘
U =5 jo El(y){y[f(y)h]} dy+§ IOGJ(y){a[H(y)Q]} dy  (2.65)

onde

El(y) = rigidez a flexao na estacao i;

GJ(y) = rigidez a torcao na estacao i;

[ = comprimento total da semi-envergadura.
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Definindo k;, e k, como

k= El(y){%z[f(y)]} dy
| ) ) (2.66)
ko = | GJ(y){E[H(y)]} dy

A expressao da energia de extensao de deformacao de uma asa
fica

1 » 1 )
U =Zkh*+ 2k, 0 (2.67)
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Definindo, agora, as frequéncias naturais nao acopladas a flexao
e a torcao como w;, e w,, respetivamente, pode escrever-se uma
nova expressao para a energia de extensao.
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uBl Sustentadoras Tridimensionais
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Assim

1 1
U :EMa)ﬁthrzlga);QZ (2.68)

onde M e |,sao as massas generalizadas para a flexao e para a
torcao, respetivamente, e sao dadas por

M = [ m(y)[f (y)Fdy

Interacao Fluido-Estrutura

(2.69)
1,= [ 16 Py
A expressao da energia cinética para uma asa é
1 12 1 12 "
T=§Mh_ +§|9Q +Sh'e’ (2.70)

onde S é o momento estatico da massa total.

Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



2
Q) <
Lz i

Covilha
Portugal

©
=
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

2.3.3. Extensao a Superficies
Sustentadoras Tridimensionais

Este valor € dado por

s =[5, T (o) (2.71)

Considerando que a estrutura da asa possui amortecimento
estrutural viscoso, pode escrever-se para a representacao do
amortecimento estrutural a funcao de dissipacao como

11
D_Echh_ +§CQQ (2.72)

Em qualquer estacao y;, pode escrever-se para a sustentacao e
para o0 momento aerodinamico em torno do eixo elastico as
mesmas expressoes dadas pela equacao (2.59), mas substituindo
h e @ por f(y)h e 6(v)6, respetivamente.
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Desta forma, as cargas aerodinamicas incrementais na estacao y;
ficam

L, = nprb{Lh f(y) % +(L, - gL, )H(y)e}

(2.73)
Mea = ﬂpw2b4{(Ma o gl—h)f (y)%_i_[Ma o g(La + Mh)+ gZLh]H(y)Q}

e para o total da meia asa, as forcas aerodinamicas incrementais
generalizadas ficam
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Q= [ L f(y)dy

| 2.74
Q, = |, MuO(¥)dy &9
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2.3.3. Extensao a Superficies
Sustentadoras Tridimensionais

Os integrais das equacoes (2.74) sao avaliados numericamente
assumindo valores constantes para cada tira. As cargas
aerodinamicas podem, assim, ser escritas na seguinte forma

et Wl @9

A = J.OI thz[f (Y)]Z dy
Ay = [0 F(O(L, oL, )y
Aw = [.b*F (1)O(y)(M, — gL, )dy (2.76)

onde

A =I$b“[e(y>]{ma ~g(L, + M)+ a3 Lh}dy
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Aplicando as equacoes de movimento de Lagrange, obtem-se
para a vibracao livre, as seguintes equacoes de uma asa

{M + A, —M(1+ich)(ﬂj }n+(8+szha)Q=o
()]
, (2.77)
(S +7T,0A6h)n+{le + 7Py — Ia(l"'ica)(&J }Q =0
(0]

A solucao obtém-se da mesma forma usando o método de
solucao de Theodorsen como visto na seccao 2.3 para o caso da

seccao tipica bidimensional.
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Considere-se a seccao tipica da figura, na qual foi introduzida
uma superficie de controlo adicionando um terceiro grau de

liberdade.

// o(y) |

e b e.a. b h.a.
g | o o
= /] /] /1
2 ab

Lol

o —

S

E'j_ h(y)

(@)

UT

-

=

g

£

\“m
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Adota-se a mesma notacao usada para a seccao tipica com dois
graus de liberdade e considera-se que a linha de articulacao da
superficie de controlo se encontra a uma distancia cb da origem
e que o seu bordo de ataque se encontra a uma distancia eb da

origem.

O terceiro grau de liberdade € a rotacao da superficie de
controlo  medida em relacao a rotacao da superficie principal
sendo positiva com o bordo de ataque para cima como mostra a
figura.

A mesma teoria usada para a seccao tipica com dois graus de

liberdade pode ser estendida para o caso de trés graus de
liberdade sem grande dificuldade.
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2.4. A Seccao Tipica com Superficie de
Controlo

Vamos ver a teoria do elemento de asa para uma semiasa
completa para a seccao tipica com trés graus de liberdade.

Vai usar-se a seguinte notacao:
m(y;) = massa por unidade de largura na estacao i;

I(y;) = momento de inércia em torno de ea por unidade de
largura na estacao i;

S.,(v;) = momento estatico da massa em torno de ea por unidade
de largura na estacao i;

l,(y;) = momento de inércia da massa da superficie de controlo
em torno de ea por unidade de largura na estacao i;

S55(y;) = momento estatico da massa da superficie de controlo em
torno de ea por unidade de largura na estacao i.
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2.4. A Seccao Tipica com Superficie de
Controlo

Para cada tira na estacao y;, pode escrever-se para a deflexao da
superficie principal, a rotacao da superficie principal e a
rotacao da superficie de controlo:
h(y,t) = f(y)h
a(y.t)=0(y)e (2.78)
By, t)=B(Y)B~p
onde foi assumido que a rotacao da superficie de controlo € uma

rotacao de corpo rigido em torno da linha de articulacao, isto €,
o angulo S e assumido constante ao longo da envergadura.

A energia de extensao para pequenas deformacoes da semi-asa
completa é

u=1]e (y){%[f (y)n]} dy+- (63 (y){% [G(Y)Q]} dy+ ks (2.79)
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Em que a notacao € a mesma usada na seccao 2.3.
Usando a equacao (2.66) pode escrever-se a energia potencial na
forma
1 212 1 2 n2 1 2 n2
U ZEMwhh +§I€a)9Q +§Iﬂa)ﬂé (2.80)

onde o, € a frequéncia de rotacao da superficie de controlo, M e
|, sao dados pela equacao (2.69) e I, é dado por
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y :Li 1, (y)dy (2.81)

Onde [, € a distancia desde a raiz da asa até€ a corda interior da
superficie de controlo.
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2.4. A Seccao Tipica com Superficie de
Controlo

Incluindo amortecimento estrutural viscoso na analise, pode
escrever-se a funcao de dissipacao na forma

_1 2 1 12 1 12
D—Echﬂ +§CHQ +§Cﬂ£ (282)

A energia cinética é

1 ' 1 [} ' 1 4 r D r D!
T =§Mﬁ2 +5 1,0 +5hd +5 87 +S,0 B +Py0' (2.83)

onde
S, =[S, f(ydy

Py = [, 18,0 (c=ap+1,(M]f (n)ay

e as restantes constantes ja foram definidas anteriormente.

(2.84)
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2.4. A Seccao Tipica com Superficie de
Controlo

As cargas aerodinamicas para tiras da asa sem superficie de
controlo sao iguais as dadas na seccao 2.3. As cargas
aerodinamicas para as tiras com superficies de controlo sao
dadas por Theodorsen em termos da funcao de Theodorsen e
envolvem outras funcoes devido a presenca da superficie de
controlo. Estas também podem ser escritas em funcao de outras
constantes para trés graus de liberdade. Estes coeficientes estao
tabelados em varios livros.

As cargas aerodinamicas, sustentacao no centro aerodinamico,
momento no centro aerodinamico e momento aerodinamico em
torno da linha de articulacao por unidade de envergadura, para
uma tira com superficie de controlo, podem ser escritas na
seguinte forma:
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L'= npwzbg[Lh f (y)%+(La - gL, )o(y)0 + (Lﬁ —dL, )é}
M'= 7zpa)2b4{(|\/|a - th)f (y)%—l_[Ma - g(La + Mh)+ gth]H(Y)Q

+[gL, —dM, +dgL, |3} (2.85)
T'= 7zpw2b4{(Th —dPh)f (Y)%JF[Ta _d(Pa —gT, +9gdR, )]H(Y)Q

[, —d(P,+T,)+d?P, |8}
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onde
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e para o total da meia asa, as forcas aerodinamicas incrementais
generalizadas ficam

Qu = [} L (V)ly+ [ LT (v)0y
Q, = [ MaO()dy+ [ M(y)ay (2.87)

Q= [T Ay

Os coeficientes aerodinamicos nas equacoes (2.85) sao dados em
referéncias.

Os integrais nas equacoes (2.87) sao avaliados numericamente
considerando valores constantes para cada tira da asa.
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As cargas aerodinamicas podem, assim, ser escritas na seguinte
forma

Qh\ _Ahh Ah9 Ahﬂ_fb\
: Q9>=7Z'p0)2 An P Ay O (2'88)
2 Q) An A Ay L)
S onde
Ay = [ Lb?[£(y)Pdy
: Ao =[BT (OL, - oL, )y
(2.89a)

A = [[6°F (1)O(Y)(M,, — gL, )y
Ay = [ b [6TFM, —g(L, +M,)+g2L, Jy
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Interacao Fluido-Estrutura

2.4. A Seccao Tipica com Superficie de
Controlo

Ay =[BT (L, -, oy

ol 3
Agﬂ:.llb Q(y)(Mﬁ gL, —dM, +dgL, )dy

Ay = .:b3 £ (y)(T, —dP, )dy (2.89b)
Aﬁe = III b* f (Y)(Te - dPe —gT, - gdPh )dy

Ay :I.I b4[Tﬂ —d(Pﬂ +TZ)+d2PZ]dy

As equacoes de movimento de Lagrange sao
dfoL) ou oD
dtl o' ) o¢ ag

;=Q; (2.90)

onde £=h, fou L.
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Aplicando as equacoes de movimento de Lagrange para uma
solucao harmonica da forma

h=he 0=0," B=pe" (2.91)
E obtém-se
: ‘A B Cl[h| [0
F D E F{O;=10 (2.92)
g G H I_ké 0
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onde

A= {M + 7oAy, =M (%jz(-“ ic, )}

B=S+7oA,
© C:Sﬂ+7Z'IOAhﬁ
2 C=S,+mpA,
p 2
E E=|I — 1+ic
2 { + PPy, (a)j(ﬂ )} (2.93)
g F =Py +7pAy,
= G=S,+7pA,
H =P, +7pA,,

| = [I +7pA,, |/{%j2(1+ icﬂ)]
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A solucao deste problema obtém-se da mesma forma discutida
na seccao 2.3 usando o método de solucao de Theodorsen na
determinacao dos valores criticos da velocidade de flutter.
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A aplicacao da teoria aerodinamica do elemento de asa dado na
seccao 2.4 vai ser estendida a um problema muito importante na
aeroelasticidade: reversao e eficiéncia de controlo.

Nesta apresentacao sera apenas discutido o caso da reversao e
eficiéncia do aileron porque a extensao a outras superficies de
controlo & simples.

O ailerons controlam o rolamento de um aviao. Devido a rotacao
de nariz em cima do aileron da asa direita, vai haver um
aumento na sustentacao dessa asa. Ao mesmo tempo, vai haver
uma diminuicao de sustentacao na asa esquerda devido a
rotacao de nariz em baixo do aileron da asa esquerda.

O resultado global € um momento de rolamento em torno do
eixo longitudinal da fuselagem.
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A rotacao de nariz em cima do aileron direito cria um momento
da seccao da asa em torno do seu eixo elastico que tende a
diminuir o angulo de ataque da asa devido a sua flexibilidade e
vice-versa na asa esquerda. Este efeito causa uma reducao do
momento de rolamento produzido em torno do eixo longitudinal
da fuselagem comparado com o momento de rolamento
produzido por uma asa totalmente rigida.

Apesar da rigidez da asa ser constante, a carga aerodinamica
aumenta com a velocidade de voo e, por isso, espera-se que
numa dada velocidade o efeito da deflexao do aileron no
rolamento seja nulo e que acima desta velocidade o efeito
esteja invertido.

©
=
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

Mecanica Estrutural - 2011-2022 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c— }

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA



&) Ay,
N S
L Giow Aot

Covilha
Portugal

©
=
>
i)
-
=
)
(%]
L
(®)
9
=
L
o
]
O~
©
[
()
]
£

2.5. Reversao e Eficiéncia da Superficie
de Controlo

A eficiéncia do aileron é definida como sendo a razao entre o
momento de rolamento obtido pela asa flexivel e o momento de
rolamento produzido por uma asa equivalente totalmente rigida.

A sustentacao incremental do perfil por unidade de envergadura
é dado por

L':znpuz(b9+b2—(;ﬂ) (2.94)

onde p € a densidade do ar, U € a velocidade de voo, b € 0
comprimento de metade da corda da seccao, 4 é o angulo de
ataque incremental na seccao em questao, S é a deflexao do
aileron na seccao correspondente e o declive de sustentacao 2~
é assumido por simplicidade.
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Assumindo que b é constante ao longo da envergadura do
aileron, pode escrever-se para 0 momento de rolamento (RM)
total

RM :47er2(ZbiyiAy, +4 ) b2 y.Ay.j (2.95)

asa aileron

onde T,, € uma funcao da razao da corda do aileron pela corda
do perfil.

Na velocidade de reversao de controlo, o momento de rolamento
é nulo, logo a equacao (2.95) pode ser escrita na forma

Interacao Fluido-Estrutura

Z by, Ay, 6
/3 — _ _ asa
T (2.96)
> by
i — YidY;
aileron T
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2.5. Reversao e Eficiéncia da Superficie
de Controlo

O momento aerodinamico incremental na estacao i devido a
deflexao do aileron é

AMi — l{ngfa +(29 T10 _T4 +T10] bizﬂ}Ayi (297)

T T

Substituindo a equacao (2.96) na equacao (2.97) tem-se

N

ZbiyiAyiHi
AMi=i<29b56’i—(2gT1°—T“+Tl°)b A (2.98)
7 Yyl y.Ay.
aileron

e, para a meia asa completa, pode escrever-se em forma de
matriz

{AMi}: A[F]{ei} (2.99)
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onde [F] € uma matriz diagonal com os elementos da tira
correspondentes dados pela equacao(2.98). Mais uma vez, os
angulos de rotacao {6} estao relacionados com os momentos de
torcao {AM} atraves da matriz de coeficientes de influéncia [B],
logo

0:§=[BJiaM; (2.100)

Usando as equacoes (2.99) e (2.100) pode escrever-se

Interacao Fluido-Estrutura

{6.}=2[B]Fll6.}=2[cJ6} (2.101)
onde
[G]=[B]F] (2.102)
e T L Y e e e trgenreric ~ R
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A equacao (2.101) representa um problema de valores proprios.
O valor proprio de valor mais baixo fornece a velocidade de
reversao mais baixa.

Os coeficientes aerodinamicos T, e T,, sao calculados por
Theodorsen como funcoes de e, a razao da corda do aileron pela
corda do perfil. A tabela abaixo mostra alguns destes valores.
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e T, T

0.0 —1.57080 2.57080
0.1 —1.37112 2.46562
0.2 —1.17348 2.34922
0.3 —0.97993 2.22004
04 —0.79266 2.07578
0.5 —0.61418 1.91323
0.6 —0.44730 1.72731
0.7 —0.29550 1.50954
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