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G 1. Introducao
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Portugal

A analise por elementos finitos de problemas bidimensionais
envolve os mesmos passos basicos dos problemas
unidimensionais.

A analise € um pouco mais complicada pelo facto de os
problemas bidimensionais serem descritos por equacoes
diferenciais parciais sobre regioes geometricamente complexas.

A fronteira I de um dominio bidimensional Q2 €, em geral, uma
curva. Logo, os elementos finitos sao formas geométricas
bidimensionais simples que permitem aproximar um dado
dominio bidimensional bem como a solucao sobre esse dominio.

Assim, num problema bidimensional nao procuramos apenas a
solucao aproximada de um dado problema mas tambéem
aproximamos o dominio através de uma malha apropriada.
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1. Introducao

Consequentemente existirao erros de aproximacao:
« devido a aproximacao da solucao;
« devido a discretizacao do dominio.

A malha de elementos finitos (discretizacao) consiste em simples
elementos bidimensionais, como triangulos, retangulos e/ou
quadrilateros que permitem a derivacao unica de funcoes de
interpolacao.

Os elementos sao ligados entre si nos pontos nodais nas
fronteiras dos elementos. A capacidade de representar
geometrias irregulares por uma colecao de elementos finitos
torna o meétodo muito util e pratico para a solucao de problemas
de valor de contorno, de valor inicial ou de valores proprios em
varias areas da engenharia.
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1. Introducao

Neste capitulo, os passos basicos dos problemas unidimensionais
vao ser estendidos a problemas bidimensionais com uma uUnica
variavel dependente.

Os passos basicos da analise de elementos finitos vao ser
descritos recorrendo a uma equacao diferencial parcial de
segunda ordem que governa uma Unica variavel.

Esta equacao aparece em muitas areas como mostra a tabela
seguinte.
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0
Natural boundary condition: & a_u + B —us)=qonTy
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Essential boundary condition: u =i on [,

1. Introducao
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2.1. Equacao do Modelo

Considere-se o problema de encontrar u(x,y) da equacao
diferencial parcial de segunda ordem

_9 a—u+ 8_u_gaa_u+a8_u+a u—f =0
8X all 8)( a12 ay ay 21 6)( 22 ay 00 - (21)
dados ag;; (i,j=1,2), ay € f, € condicoes de fronteira
especificadas.
As formas das condicoes de fronteira vao ficar claras através da
formulacao fraca. Como caso especial, pode obter-se a equacao
de Poisson a partir de (2.1) colocando a,,=a,,=k(x,y) e
a4,=0,1=0=0:

_v.(kVu):f(x,y) em Q (2.2)

onde V € o operador gradiente.
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2.1. Equacao do Modelo

Se i e j representarem os vetores unitarios nas direcoes x e vy,
respetivamente, o operador gradiente pode ser escrito

v=i24id
ox "oy
e (2.2) num sistema de coordenadas cartesiano fica
o (, ou o (, ou
_ax(k axj_ay(k ay)— fxy) (2.3)

Seguidamente deriva-se o modelo de elementos finitos da
equacao (2.1).
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N 2.1. Equacao do Modelo
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Os passos principais sao:
1. Discretizacao do dominio num conjunto de elementos finitos;

2. Formulacao fraca (ou integral ponderado) da equacao
diferencial;

3. Derivacao das funcoes de interpolacao do elemento finito;

Desenvolvimento do modelo de elemento finito usando a forma
fraca;

5. Montagem dos elementos finitos para obter o sistema de
equacoes algebricas global;

6. Imposicao das condicoes de fronteira;
/. Solucao das equacoes;
8. P&s computacao da solucao e parametros de interesse.

=)
o
o
a
~
(%]
S
=
1
o
o
S
a
v
o
o
'S
U'\
i)
>3
E
—
S
T

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



== 2.1. Equacao do Modelo
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Os passos 6 e 7 permanecem iguais ao problema de elementos
finitos unidimensionais porque no final do passo 5 tem-se um
conjunto de equacoes algébricas cuja forma € independente da
dimensao do dominio ou da natureza do problema.
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= 2.2. Discretizacao em Elemento Finito
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Em duas dimensoes existe mais do que uma geometria que pode
ser usada como elemento finito:
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1 2.2. Discretizacao em Elemento Finito
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Como se ira ver, as funcoes de interpolacao dependem nao so do
numero de nos do elemento e do numero de incognitas por no,
mas também da forma do elemento.

A forma do elemento tem que ser tal que a sua geometria seja
definida por um conjunto de pontos, que sao os nos do
elemento, no desenvolvimento das funcoes de interpolacao. O
triangulo € a forma mais simples, seguida do retangulo.

A representacao de uma dada regiao por um conjunto de
elementos (discretizacao ou geracao da malha) € um passo
importante na analise de elementos finitos. A escolha do tipo de
elemento finito, nimero de elementos, e densidade de
elementos depende da geometria do dominio, do problema a ser
analisado e o grau de precisao desejado.
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1 2.2. Discretizacao em Elemento Finito
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Obviamente, nao existem formulas especificas para obter esta
informacao. Em geral, o analista € guiado pelo seu
conhecimento técnico, compreensao do problema fisico em
estudo, e experiéncia na modelacao por elementos finitos.
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1 2.2. Discretizacao em Elemento Finito

Covilha
Portugal

As regras gerais para a geracao da malha de uma formulacao de
elementos finitos inclui:

1. Os elementos selecionados devem caracterizar as equacoes que
governam o problema;

2. O numero, forma e tipo (linear ou quadratico) dos elementos deve ser
tal que a geometria do dominio seja representada com a precisao
desejada;

3. A densidade de elementos deve ser tal que as regidoes com gradientes
elevados da solucao sejam modelados adequadamente (mais elementos
ou elementos de ordem superior em regioes com gradientes elevados);

4. Os refinamentos da malha devem variar gradualmente das regioes com
mais densidade para as regidoes com menos densidade. Se forem usados
elementos de transicao, estes devem ser usados longe de regioes
criticas. Elementos de transicao sao aqueles que ligam elementos de
ordem inferior com elementos de ordem superior.

=)
o)
&
()]
~N
(%]
G
=
L)
!
o
S
o
0]
o
o)
'S
U'\
i)
S
E
—
o
w

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



e 2.3. Forma Fraca

Covilha
Portugal

Para o desenvolvimento da forma fraca basta considerar um
elemento tipico.

Assumindo que Q. € um elemento tipico, triangular ou
quadrilateral, da malha de elementos finitos, pode desenvolver-
se o modelo de elemento finito de (2.1) para Q,, seguindo o
procedimento de trés-passos ja apresentado.

O primeiro passo consiste em multiplicar (2.1) pela funcao de
ponderacao w, que se assume ser diferenciavel uma vez com
respeito a x e y, e depois integra-se a equacao sobre o elemento
Q °

e.
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UBI 2.3. Forma Fraca
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onde

1aX 25'y

ou ou
F,= a21&4‘8-228_y

(2.4b)

No segundo passo distribui-se as derivadas igualmente por w e u.
Para conseguir isto integram-se os dois primeiros termos de
(2.4a) por partes. Primeiro, atendendo as igualdades

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

0 OW oF oF, ow 0
Wk )=—F +w— ou —-w—rt=—F ——(wF
ax( ) OX OX ox  ox ax( ) (2.52)
0 OW oF oF, ow 0
—(WF,)=—F,+w—2 ou —-w—2=—""F,——(wF,) 2.5b
oy ooyt oy oy oy © oy (2.:5b)
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2.3. Forma Fraca

Depois, usando a forma dos componentes do teorema do
gradiente

0
é[ — (WF, )dxdy = ;f wF,n ds (2.6a)
[ %(wlr2 )dxdy = § wF,n,ds (2.6b)

onde n, e n, sao as componentes (isto e, os cosenos diretores) do
vetor normal unitario

A =n,i+n,j=cosai+singj (2.7)

na fronteira I', € ds € o comprimento de um elemento linha
infinitesimal ao longo da fronteira.
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UBI 2.3. Forma Fraca
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Usando (2.5a), (2.5b), (2.6a) e (2.6b) em (2.4a) obtém-se
oW ou ou) ow ou ou
O_g'ﬂ ~ (aﬂ ~ +a, 5j+a[aﬂ&+aﬂ @j+aoowu — wf }dxdy

—f a1 +a1 a 8_u+ u ds
! 1 28y 218X 228y

Inspecionando o integral de fronteira em (2.8), pode ver-se que
a especificacao de u constitui a condicao de fronteira essencial
e, por isso, u € a variavel principal.

A especificacao do coeficiente da funcao de ponderacao na
expressao da fronteira

(2.8)

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

ou ou
a11 _+'6112 a21 _+'6122 (ZZ'S))
8y OX oy
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== 2.3. Forma Fraca
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constitui a condicao de fronteira natural. Assim, g, € a variavel
secundaria da formulacao. A funcao g,=q,(s) representa a
projecao do vetor a. V u ao longo da normal unitaria n.

Por definicao, g, € positiva para fora da superficie quando nos
movemos no sentido anti-horario ao longo da fronteira I',. Na
maior parte dos problemas, a variavel secundaria g, tem
interesse fisico.

O terceiro e ultimo passo da formulacao € usar a definicao (2.9)
em (2.8) e escrever a forma fraca de (2.1) como

ow ou ou )| ow ou ou
O:;ﬂax(a“ +a —j (a —+aZZEJ+aoowu—wf}dxdy
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2 + 21
OX oy ) oy OX (2.10)
— §ands
Fe
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e 2.3. Forma Fraca
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ou

B (u,w) =1%(w) (2.11a)

onde as formas bilinear B¢(.,.) e linear [¢(.) sao

B®(u,w) = I{Z\N[aﬂ Zu +a, 8_uj+@(a21g_u+azz a—UJ+aoowu}dxdy
o LXL oy oy oy (2.11b)

1° (W) = jwr dxdy+§quds
Q, r,

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

A forma fraca (ou forma integral ponderada) em (2.10) ou
(2.11a) e (2.11b) é a base do modelo de elementos finito de

(2.1).
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UBI 2.3. Forma Fraca
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Sempre que B¢(w,u) € simétrico nos seus argumentos w e u, isto
e, Be(w,u)=B¢(u,w), o funcional quadratico associado com o
problema variacional (2.11a) pode ser obtido com

1¢(w) = B®(w, w)—1°%(w) (2.12a)

A forma bilinear em (2.11b) e simetrica se e so se a,,=a,,. Entao
o funcional € dado por

e 1 ou\? ou & ou)’
NOES| [al(aij *2"“12@%5“*&22[5“} +aoou2}dxdy
0. (2.12b)

+ qu dxdy + §uqnds
Q, T,
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2.3.1. Forma Vetorial do Problema
Variacional

E comum, especialmente na mecanica estrutural, exprimir as
formulacoes de elementos finitos na forma vetorial (em termos
de matrizes).

Embora a notacao vetorial/matricial seja concisa, nao € tao
transparente como a forma explicita.

A equacao (2.11a) pode ser escrita na forma
B (w,u) =1°(w) (2.13)

onde, no presente caso, w € simplesmente w e u é u.
Agora € necessario exprimir Be(.,.) e (¢(.) em forma matricial.
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@ 2.3.1. Forma Vetorial do Problema
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Colocando

a;, a, 0 55 T
C - 321 6122 0 y D - {& @ 1} (2.14)
0 0 4y

entao B¢ e [¢ de (2.11b) podem escreve-se na forma
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(o)’ (ou)
OX 0 || oX
e AW a,; U
B®(w,u) = _[4—> a, a, 0 J— rdxdy
oy oy
Q. e 0 O aOO u (2.15&)
)

1°(w) = | {w};{f Koxdy + § i, }d;
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@ 2.3.1. Forma Vetorial do Problema
uBl  Variacional
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ou simplesmente

B®(w,u) = I(DW)T CDudxdy
Qe

2.15b
1° (W) = j w fdxdy + § w'qds ( )
Q. T,
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2.4. Modelo de Elemento Finito

A forma fraca em (2.10) requer que a aproximacao escolhida
para u seja no minimo linear tanto em x como em y para que
nenhum termo em (2.10) seja zero. Uma vez que a variavel
primaria € a propria funcao, a familia de funcoes de integracao
de Lagrange é admissivel.

Suponha-se que u € aproximado num elemento finito tipico Q,
pela expressao

u(x, y) U Y) = DUt y) ou ui(xy)=(fur  (2.16a)
j=1
onde u¢ e Ye sao vetores nx1
=furug s v = vl S (2.16b)

e u;® € o valor de u, no no j (x;,y;) do elemento;
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= 2.4. Modelo de Elemento Finito
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e ;€ sao as fungoes de interpolagao de Lagrange com a seguinte
propriedade

v =(x,y;)=6 (i,i=12...,n) (2.17)

Quando se derivam as equacoes do elemento finito em termos
algebricos, nao € necessario saber a forma do elemento Q, ou a
forma de . A forma especifica de ¢ € desenvolvida para
formas particulares dos elementos tal como triangular,
retangular, etc..
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Substituindo a aproximacao de elemento finito (2.16a) para u na
forma fraca (2.10) ou (2.13) obtém-se
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Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

2.4. Modelo de Elemento Finito

-

e

n @WJ aW n eal//j
St 3

(2.18a)
+a222u J+aoow2u v wf}dxdy—§quds
ou e

0= I(DW)T CD(¥"u®)dxdy — jWdexdy+ §quds (2.18b)

Esta equacao deve ser valida para todas as escolhas admissiveis
da funcao de ponderacao w.

Uma vez que sao necessarias n equacoes algebricas
independentes para resolver as n incognitas u,¢, u,®, ..., u.®
escolhem-se n funcoes independentes lineares para w.
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2.4. Modelo de Elemento Finito

W=18, 18, ., W€ (OU W={1,€ y4° ... w.© }=¥T). Esta escolha
particular para a funcao de ponderacao € natural quando a
funcao de ponderacao é vista como uma variacao virtual da
incognita dependente, isto €

wW=du~ Zn:aji‘//i
i—1

e o modelo de elemento finito resultante € conhecido como
modelo de elemento finito de forma fraca ou modelo de
elemento finito de Ritz.

Para cada escolha de w obtém-se uma relacao algébrica entre
(U, Uy’ ..., US).

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



) %y
T

Covilha
Portugal

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

2.4. Modelo de Elemento Finito

A equacao algebrica resultante da substituicao de y¢ para w
dentro de (2.18a) € numerada como a primeira equacao
algebrica, aquela resultante de w=y,¢ € numerada como a
segunda equacao, e assim consecutivamente.

Assim, a equacao algebrica i € obtida substituindo w=y;¢ em

(2.18a):
oyt oy ow; | oy, oy oy
Z [ —1 +a;, J / (a21—1+a22 JJ

OZ{I v ) |t Ty

+ oo Vi ]dXdY}uj ~ I fydxdy - :fqn‘ﬂieds
0. T,

ou
e e o
ZKU o f04Q0 (i=12....n) (2.19a)
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onde
. oy, oy owi | ow|. oy oy
Kij:J-|:(';/)/((ail Lra, WJJ"‘(,;//(azlaj"‘azzajJ
a Q y X y
% +aooV/|W ]dXdy
: * = [ fyfdxdy (2.19b)
= 2
% Q= §qn‘//ieds
o T,
g" Na forma matricial (2.19a) toma a forma
E
: olurl=fre}efor} ou keur =+ (2.20)
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onde

K® = j B CBdxdy
Qe

fe = j Pfdxdy
Q

Q= § ¥qs (2.20)
_l/jle,x l//2e,x l//r?,x_
B = DIPT = l//le,y l//;y cee l//:y

e

v, W, -y,
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Note-se que K;=Kj;, isto €, [K®] € uma matriz simétrica de ordem

nxn, apenas quando a,,=ad,.
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As equacoes (2.20a) e (2.20b) representam o modelo do
elemento finito de (2.1).

Isto completa o desenvolvimento do modelo do elemento finito.

Antes de descrever a montagem das equacoes do elemento €
conveniente derivar as funcoes de interpolacao ;¢ para certos
elementos basicos e calcular as matrizes (2.19b) do elemento.
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2.5. Derivacao da Funcao de

uBl  Interpolacao
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A aproximacao de elemento finito u,?(x,y) no elemento 2, tem
que satisfazer as condicoes seguintes para que a solucao
aproximada convirja para a solucao verdadeira:

1. Arepresentacao de u,® tem que ser continua como
necessario na forma fraca do problema (isto €, todos os
termos na forma fraca sao representados como valores
diferentes de zero):

2. Os polinomios usados para representar u,¢ tém que ser
completos (isto €, todos os termos desde a constante até aos
termos da ordem superior tém que estar presentes em u,€);
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3. Todos os termos do polinomio devem ser linearmente
independentes.
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2.5. Derivacao da Funcao de
Interpolacao
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O numero de termos linearmente independentes na
representacao de u,¢ dita a forma e numero de graus de
liberdade do elemento.

Em seguida serao vistos alguns polinomios basicos e elementos
relacionados para o problema do modelo com um Unico grau de
liberdade por no.
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2.5.1. Elemento Triangular

Examinando a forma fraca (2.10) e as matrizes do elemento
finito (2.19b) pode ver-se que os ;¢ tém que ser pelo menos
funcoes lineares de x e y.

O polinomio linear completo em x e y de Q, tem a forma

Up (X, Y) =C/ +C,X+CgY (2.21)

onde ¢ sao constantes.

O conjunto {1,x,y} € linearmente independente e completo. A
equacao (2.21) define um plano unico para valores fixos de cge.
Assim, se u(x,y) € uma superficie curva, u,é(x,y) aproxima a
superficie por um plano.
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Em particular, u,é(x,y) € definido de forma unica num triangulo
pelos trés valores de u,®(x,y) nos vértices do triangulo.

u(x,y) u, (x,y) = cle + cze x+ c3e u:(x, y) = ule l//le 4 uze W2e+ u3e l//3e

u(x,y)

A u(x,y) A
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Vamos escrever
Uﬁ(Xl, y1) = uf, Uﬁ(XZ, yz) = Ug, Uﬁ(X3, y3) = U§ (222)

onde (x;,y;) representa as coordenadas do vertice i do triangulo.
Notar que o triangulo é unico quando definido pelos trés pares
de coordenadas (x;,V;).

As trés constantes ¢ (i=1,2,3) em (2.21) podem ser expressas
em termos dos trés valores nodais u¢ (i=1,2,3). Assim, o
polindmio (2.21) € associado com um elemento triangular e
existem trés nos identificados, nomeadamente os vértices do
triangulo.
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As equacoes em (2.22) tém a forma explicita
U, =Uu,(X,Y,)=C +C,X +C. Y,
u, =u,(X,,Y,)=C, +C,X, +C,Y,
U =U, (X5, Y3) =C, +C, X3 +Cy Y,
onde o indice do elemento e é omitido por simplicidade. Esta
forma vai ser usada em seguida.
Em forma matricial tem-se
u, 1 X VY |lc
u,r={1 X, Yy,iC,pr ou u=Ac (2.23)
U, 1 X3 Y;||Cs
A solucao de (2.23) para ¢; (i=1,2,3) precisa da inversa da matriz
de coeficientes A.
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A inversa deixa de existir sempre que quaisquer duas linhas ou
colunas sao iguais. SO quando todos os nos estao na mesma linha
é que se tem duas colunas ou duas linhas iguais na matriz de
coeficientes em (2.23).

Assim, em teoria, desde que os trés vertices do triangulo sejam
distintos e nao estejam na mesma linha, a matriz de coeficientes
pode ser invertida. No entanto, em computacoes reais, se dois
nos estao muito perto do terceiro no ou os trés nos formam
quase uma linha reta, a matriz de coeficientes pode ser quase
singular numericamente e nao ter inversa.
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Assim, os elementos com geometrias estreitas devem ser
evitados.

Y

(b)
Invertendo a matriz de coeficientes em (2.23) obtém-se

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

a a, O
[ ]_1 131 B, Bl 2A=ot+a,ta
Yi Y2 V3

onde 2A é o determinante da matriz A.
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A € a area do triangulo cujos vertices estao em (x;,V;) (i=1,2,3).
Resolvendo para ¢; em termos de u; obtem-se

1
1
C, = oA (B, + Bou, + Syus) (224&)

1
C, :ﬂ(%ul"'?/zuz +73Us)

onde «;, f; € ¥ sao constantes que dependem apenas das
coordenadas globais dos nos (x;,y;) do elemento
@ = XY — XY
Bi=Y;— Y (1= J=k;i, ],k permutamem ordem natural) (2.24b)
7i =—(X; — %)
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Substituindo para c; de (2.24a) em (2.21) obtem-se

. 1
u,(X,y)= ﬁ [(ulal + Uy, +Usag) + (U By + U, 3, +Us B) X

+(Uyy, +U,7, +U37/3)y] (2253)

:Zuie‘//ie(X’ y)

onde ;¢ sao as funcoes de interpolacao linear do elemento

Wi = i(af +Bx+7ty) (1=123) (2.25b)
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e af, [ e ¥ sao as constantes definidas em (2.24b).
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As funcoes de interpolacao linear ;¢ estao representadas na
figura.
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As funcoes de interpolacao ;¢ tém as seguintes propriedades

wi(x5,y) =0, (i,j=123) (2.26a)
3 3 al//_e 3 al//_e

.e :1’ ! :O’ ! == O 2.26b
th/f Zl > le ry ( )

Pode notar-se que (2.24a) determina uma superficie plana que
passa por u,, U, e us.

Assim, o uso de funcoes de interpolacao lineares ¢ de um
triangulo resulta na aproximacao da superficie curva u(x,y) por
uma funcao planar
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3

e e e

U, = Zui Vi
i—1

como mostra a figura seguinte.

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior



%)

2.5.1. Elemento Triangular
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e i B 0L T8 TR
u, (xy) = u Y+ Uy, + Uy,

u(x.y)

5
v u(x,y) T
()]
~
(%]
©
5
= b4
o
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a
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o
3 Finite element mesh
O- .
= of the domain
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2.6. Avaliacao das Matrizes e Vetores do
Elemento

O calculo exato das matrizes [K¢] e {f¢} do elemento em (2.19b)
nao € em geral facil. As matrizes sao avaliadas usando técnicas
de integracao numeérica.

No entanto, quando a;;, gy, € f sao constantes ao longo do
elemento, é possivel avaliar os integrais exatamente ao longo
dos elementos triangulares ou retangulares lineares.

O integral de fronteira em {Q¢} em (2.19b) pode ser avaliado
sempre que g, € conhecido. Para um elemento interior, a
contribuicao do integral de fronteira cancela com contribuicoes
similares de elementos adjacentes da malha (semelhante ao Q¢
nos problemas unidimensionais).
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Para simplificar a escrita, podemos escrever [K¢] em (2.19Db)
como a soma de cinco matrizes basicas [S*](«,5=0,1,2)

[K*1=a,[S™]+a,[8"]+a,[S"]+a,[S”] +a,[S™] (2.38)

onde [.]” representa a transposta da matriz e

Si7 = [, wiaw; pxdy (2.39)

com y; =0yi/0X,, X=X € Xp=V; Wi o=V
Todas as matrizes em (2.38) e funcoes de interpolacao em (2.39)
sao definidas sobre o elemento.

Agora € necessario calcular as matrizes em (2.39) e (2.19b)
usando as funcoes de interpolacao linear.
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2.6.1. Matrizes de um Elemento
Triangular Linear
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Primeiro, note-se que os integrais de polinomios sobre dominios
de triangulos arbitrarios podem ser calculados com exatidao.

Para isso, assuma-se que /.., € o integral da expressao x™y" sobre
um triangulo arbitrario A

| = [ X"y dxdy (2.40)

Entao, sendo (x;,y;) as coordenadas dos vertices do triangulo,
pode ser mostrado que
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l oo = A X ydxdy = Ll- dxdy= A areado triangulo

. 3
1, =] X*dxdy = % D> X +9>22j
i=1

d o 3
_ o = |, X'y°dxdy = | xdxdy = A%, 2:%in
Q ' ) i=1
= [ ,0,,1 [ .o 1N
S Iy = [ Xy'dxdy = | ydxdy=Ag, §=23y,
iz ' ° i=1
£
5 . INE B (2.41)
% W |, xydxdy = E(; XY, +9xyj
E

JA

- Al .
lo, = ydedy:_ ZYiz +9y2
12\ 3

Podemos usar estes resultados para avaliar os integrais definidos
sobre elementos triangulares.
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Em seguida, calcula-se [K¢] e {f¢} para um elemento triangular
linear assumindo que g;; e f sao constantes ao longo do
elemento. Tendo em conta, também, que

o 3 3 3

5 Zaie =2A,, Z:Bie =0, Z?ﬁe =0 (2.42a)
‘;'Ec: a; + B R+ Y = % A (2.42b)
@ oz _ B ’ oy, _7i (2.43)
8 ox 2A, oy 2A

E obtém-se
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1 1 1
Sﬁl=ﬂﬁiﬂj, S$2=ﬂ i Si,?2=ﬂ7i7j
1 R N
Si?o = ﬂ{[aiaj +(aiﬁj +a,pf; )X"'(O‘i?/j + a7, )Y] (2.44)

+%[|20ﬁiﬂj + |11(7/i18j +7/1'18i)+ Ioz?ﬁ?ﬁ]}

Tendo em conta a identidade (2.42b) e para um valor constante
de f=f, ao longo do elemento, tem-se

fi* = _[ foyi (X, y)dxdy = z I(aie +ﬁiex+7iey)dXdy
A, 2A, 3§,
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= %(aieloo + B Ly, +7/ie|01): %(aieAe + B AKX, +7/ieAe§/e) (2.45)

:% fe(Olie + B X +7/ieye>:% f.A
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2.6.1. Matrizes de um Elemento
Triangular Linear

O resultado em (2.45) devia ser obvio porque para uma fonte
constante f, a magnitude total da fonte (por exemplo calor) no
elemento e igual a f,A,, que e distribuido igualmente por todos
0s nos, resultando num valor nodal de f A,/3.

Uma vez conhecidas as coordenadas dos nos dos elementos,
pode calcular-se ¢, S€ e y¢ a partir de (2.24b) e substituir na
equacao (2.44) para se obter as matrizes do elemento que, por
sua vez, sao usadas em (2.38) para se obter a matriz [K¢].

Em particular, quando a,,, a,, € a,, Sao zero e a,, € d,, Sa0
constantes no elemento, a equacao (2.1) fica

2 2
o o°u ou f 0 O
it T = em e (246)
OX OX oy
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e a matriz de coeficientes associados para um elemento
triangular linear é

Kij 4A (31118 ﬂ +857, 7/1) (247)

Formulacao de Problemas 2D (e 3D)
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¥’ 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
uBl  Fronteira
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Vamos considerar a avaliacao do integral de fronteira do tipo
(ver equacao (2.19b))

QF =§, aiw(s)ds (2.56)

onde g,¢ € uma funcao conhecida da distancia s ao longo da
fronteira I',.

Nao e necessario calcular este integral quando uma porcao de T,
nao coincide com a fronteira I' do dominio total Q. Em porcoes
de I', que estao no interior do dominio Q, g,¢ no lado (i,j) do
elemento Q, cancela com g,/ no lado (p,q) do elemento Qf
quando os lados (i,j) do elemento ©, e (p,q) do elemento €, sao
o mesmo (isto € no interface dos elementos Q, e Q).
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@) 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
UBI  Fronteira
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Isto pode ser visto como o equilibrio do “fluxo” interno.

Quando I', coincide com a fronteira do dominio Q, g, ou é
conhecido como funcao de s ou deve ser determinado no pos-
processamento. A variavel primaria deve ser especificada na
porcao da fronteira onde g, nao € especificado.
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@ 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
UBI  Fronteira
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A fronteira I', de um elemento bi-dimensional consiste em
segmentos de reta, que podem ser considerados como elementos
uni-dimensionais. Assim, a avaliacao dos integrais de fronteira
em problemas bi-dimensionais consiste em avaliar integrais de
linha.

Por exemplo, considere-se um elemento triangular linear como
mostra a figura.
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@ 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
UBI  Fronteira

Covilha
Portugal

As funcoes de interpolacao linear para este elemento sao dadas
por (2.25).

Agora, escolhe-se o sistema de coordenadas locais (s,t) com a
origem no ponto 1 e a coordenada s paralela ao lado que liga os
nos 1 e 2. Os dois sistemas de eixos (x,V) e (s,t) sao relacionados
com

X=a,+bs+ct

y=a,+b,s+c,t

As constantes a4, b,, ¢4, a,, b, € ¢, podem ser determinadas com
as seguintes condicoes

quandos=0,t =0, Xx=X,Yy=Y,

quandos=a,t=0, X=X,,y=Y,

quandos=c,t=b, X=X, y=Y,
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2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
Fronteira

Obtém-se

a

X(s,t) = %, + (%, —Xl)iJ{(E—ljxl—%xz +X3E
(2.57)

S C C t
5,t) = —y) | =1y, -= -
y(s,t) =y, + (¥, yl)a+Ka )yl ay2+yg}b

As equacoes (2.57) permitem-nos exprimir y;(x,y) como ;(s,t)
que pode ser avaliada no lado que liga os nos 1 e 2 colocando
t=0 em w;(s,t):

l//i (S) = '//i (S,O) - l//i (X(S,O), y(S,O))

X(8) =X+ (% —Xl)g, y() =y, + (¥, - yl)z
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Por exemplo, tem-se

w,(S) = i{al +ﬂ1|:(1_ijxl +EX2:|+71{(1_§jy1 +§ yz}}
2A a a a a

:i(051+052 +053{1—E :1—E
2A a a

onde as definicoes de «,, S, € ¥, sao usadas para reescrever a
expressao completa.

De forma idéntica tem-se
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W, (S) :E’ w5(s)=0
a

onde a=h,, € o comprimento do lado 1-2.
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@) 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
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Note-se que y;(s) e y,(s) sao exatamente as funcoes lineares e
unidimensionais associadas com o elemento linha que liga os nos
1e?2.

De forma similar, quando w;(x,y) sao avaliadas no lado 3-1 do
elemento, obtém-se

wl(s)zé, w,(s) =0, ws(s>=1—é

onde a coordenada s € medida ao longo do lado 3-1, com origem
no ponto 3, e h;; € o comprimento do lado 1-3. Assim, a
avaliacao de Q;¢ envolve a utilizacao das funcoes de interpolacao
unidimensionais e as incognitas de g, na fronteira.
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2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
Fronteira

Em geral, o integral (2.56) ao longo da fronteira do elemento
triangular linear pode ser expresso como

Q' = [wi(5)a,(s)ds + [yi(s)a,(s)ds+ [w(5)a, (s)ds
1-2 2-3 3-1 (2.58a)

=Q; +Q5 +Qj

ondelj_ representa o integral ao longo da linha que liga o n6 i ao
nd j, a coordenada s é medida do nd i para o nd j, com a origem
no no i, e Q; € definido como sendo a contribuicao de g, no
lado J do elemento Q2, em Qs:

Qi = [wia,ds (2.58)

ladoJ

onde i refere-se ao no i do elemento e J refere-se ao lado J do
elemento.
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@) 2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
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12
vi(s)=9 O, on side 2

1- i], on side 1

ij 5 on side 3

Side 3

‘ Local nodes
hiy along each side

Side 1

Local coordinate
along each side
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2.6.2. Avaliacao dos Integrais de
Fronteira

Por exemplo, tem-se

Q = §qnl//1 (s)ds = I(qn)l—Z wyds + I(qn)3—1W1dS
T, 1-2 31

A contribuicao do lado 2-3 e zero porque v, € zero no lado 2-3
de um elemento triangular.

Para um elemento retangular, Q,¢ tem quatro partes mas apenas
as contribuicoes dos lados 1-2 e 4-1 sao diferentes de zero
porque y; € zero nos lados 2-3 e 3-4.
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2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

A montagem das equacoes do elemento finito € baseada nos
mesmos dois principios que foram usados nos problemas
unidimensionais:

1. Continuidade das variaveis primarias
2. “Equilibrio” das variaveis secundarias

Pode ilustrar-se o procedimento considerando uma malha de
elementos finitos constituida por elementos triangulares e um
elemento quadrilateral.

Vamos considerar que K;;' (i,j=1,2,3) representa a matriz de
coeficientes do elemento triangular e que K/ (i,j=1,...,4)
representa a matriz de coeficientes do elemento quadrilateral.
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Element Global =  Local (element)

3 numbers i
Slde 3 5 K] 1 Kl 1

Global node —

numbers % Kl
' 12 1
_ / ]
= () K3 K,
2 H X K+ K
) 22 »t Ky
~ K K+ K’
© Element node 23 23 14
5 numbers Side ; J K4 0
S Kis 0
(a
S I
2 i .
O 1
= K Ko
£ 1 2 3
= Kyy K3, + K|+ K[
L () 5 X
Kys K, + K3
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@) 2.7. Montagem das Equagoes do
usl Elemento
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Da malha de elementos finitos da figura (a) acima podemos
notar a correspondéncia seguinte (isto €, as relacoes de
conectividade) entre os nos globais e do elemento:

[B]{1 2 X} (2.59)

2 4 5 3

onde x indica que nao existe valor.
A correspondéncia entre os valores nodais locais e globais é

1

u;=U,, u;=u’=U,, uj=u;=U,, u’=U,, ui=U, (2.60)
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que consiste em impor a continuidade das variaveis primarias
nos nos comuns dos elementos 1 e 2.
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Note-se que a continuidade das variaveis primarias nos nos inter-
elemento garante a continuidade da variavel primaria ao longo
de toda a fronteira inter-elemento. Para o caso da figura, o
requisito de u,'=u,? e u;'=u,? garante que u,'(s)=u,%(s) no lado
que liga os nos globais 2 e 3.

Isto pode ser mostrado da seguinte forma. A solucao u,'(s) ao
longo da linha que liga os nos globais 2 e 3 é linear e é dada por
1S

“h

onde s é a coordenada local com a sua origemnono2ehéo
comprimento do lado 2-3 (ou lado 2).

u(9) =u3 1) +u
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De forma idéntica, a solucao de elemento finito ao longo da
mesma linha mas no elemento 2 é

2 2 S 2 S
u-(s)=u;, (1——)+u, —

(9 =) +uf

Uma vez que u,'=u,? e u;'=u,?, entao u,'(s)=u,%(s) para todos os
valores de s ao longo do interface dos dois elementos.

Em seguida usa-se o equilibrio das variaveis secundarias. No
interface entre os dois elementos, o fluxo dos dois elementos
deve ser igual em magnitude e oposto em sinal. Para os dois
elementos da figura, o interface é ao longo do lado que liga os
nos globais 2 e 3.
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Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

Assim, o fluxo interno g,' no lado 2-3 do elemento 1 deve
equilibrar o fluxo g,% no lado 4-1 do elemento 2:

@)s=02), ou (o), =(a2), (2.61)

No método dos elementos finitos impoe-se a relacao acima na
forma de integrais ponderados:

hqul//;ds— h_[qn%//fds h_[qlt//;ds— anW4dS (2.62a)

or)de h,, representa o comprimento do lado que liga o no p ao
no g do elemento Q..

As equacoes acima podem ser escritas na forma
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_[Qil//;ds + IQ§Wde =0, jqﬁwéds = quwfds =0 (2.62b)
hés iz h3s hZ,
ou
QL+Q4 =0, QL+Q%=0 (2.62¢)

onde Q; € representa a parte de Q;¢ que vem do lado J do
elemento e:

Qs = J‘ q,w; ds

ladoJ
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Os lados de elementos triangulares ou quadrilaterais sao
numerados como mostra a figura. Estas relacoes de equilibrio
devem ser impostas na montagem das equacoes do elemento.
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Note-se que Q,° € apenas uma porcao de Q. [ver (2.56) e
(2.58b)].

Element Global =  Local (element)
a 3 numbers
) Global node — Ky Klll
Q9 numbers 1
. 6&- Ky, Ki,
5 | l
B @ = IK” 2
g K5 K52+'Kal
el 1 2
'g Element node K»; Ky + Ky,
a numbers Ki4 0
5 Kis 0
o
'S
- 1
© K4 Kis
= 1
£ Ky Ky
2 K K K4 &
®) 44 i Ty ¥ Ky
2 3
Kys K%2+-K]3
Ky 0
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2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

As equacoes do elemento da malha de dois elementos da figura
sao escritas em primeiro lugar. Para o problema em questao,
existe apenas um grau de liberdade primario por no. Para o
elemento triangular, as equacoes do elemento tém a forma

1,1 1.1 1,1 1 1
Kllul + K12u2 + K13u3 = f1 + Ql

1.1 1,1 1,1 1 1 2.
K21u1 + Kzzuz + K23u3 = fz "‘Qz ( 638.)

1.1 1,1 1.1 1 1
K31u1 + K32u2 + K33u3 = f3 +Q3
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2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

Para o elemento quadrilateral, as equacoes do elemento sao
dadas por

2. 2 2.2 2. 2 2 2 g2 2
KUy + Kou; + Koug + Kou, = 7 +Q;
2. 2 2 2 2 2 2.2 2 2
KUy +Kous + Koug +Kou, = £7+Q;

2.,2 2,2 2,,2 2. ,2 _ g2 2
K31ul + K32uZ + K33u3 + K34u4 - f3 +Q3

(2.63b)

2,,2 2,2 2,2 2,2 _ £2 2
K41u1 + K42l"12 + K43u3 + K44u4 - f4 +Q4

Para se impor o equilibrio das variaveis secundarias em (2.62c) €
necessario que se adicione a segunda equacao do elemento 1 a
primeira equacao do elemento 2 e, também, que se adicione a
terceira equacao do elemento 1 a quarta equacao do elemento
2:
(KEu + KLUS + KEU2 )+ (K22 + K22 + K202 + K2uZ )= (£ + Qb )+ (f,2 +Q?)
2171 22%2 23%3 11~1 12™2 13%3 14™4 2 2 1 1
1.1 1.1 1,1 2,.,2 2 ..,2 2,,2 2,2 1 1 2 2
(K31u1 + K32u2 + K33u3)+ (K41u1 + K42u2 + K43u3 + K44U4 ): (f3 + Q3)+ (f4 + Q4)
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Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

Usando a notacao global em (2.60), podemos escrever as
equacoes em cima como

Kglul + (K;Z + I‘<121 2 + (K;IS + I<124)J3 + K122U4 + K123U5 - f21 + f12 + (Q; + le)
K%lul "‘(K;z + Kjl 2 "‘(K;s + Kj4)*J3 + K432U4 + stus = fsl + f42 "‘(Q; +Q§)
Agora, pode impor-se as condicoes em (2.62c), igualando a zero

as porcoes apropriadas das expressoes dentro de parénteses do
lado direito das equacoes acima:

Q:+Q7 =(Q} + Q% + Q% )+(Q3 + Q3 +Q5 +Q3)
= QL +QL +(Qk + Q3 )+ Q2 +Q% + Q2

Qi +Q7 =(Q4 + Q% +Qk J+(Q4 + Q% + Q%4 +Q%)
= QL +QL +(Q, +Q% )+ Q% + Q% + Q7

Os termos sublinhados sao zero pelas relacoes de equilibrio
(2.62¢).
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Os outros termos de cada equacao ou sao conhecidos porque g, €
conhecido na fronteira ou permanecem incognitos porque a
variavel primaria € especificada na fronteira.

Em geral, quando varios elementos estao ligados, a montagem
dos elementos € feita atraves da colocacao dos coeficientes dos
elementos K¢, f;¢ e Q¢ nas posicoes adequadas da matriz e vetor
da direita globais. Isto € feito com as relacoes de conectividade,
isto €, com a as relacoes de correspondéncia do numero local do
n6 com o numero global do no.

Por exemplo, se o numero global do n6 3 corresponder ao no 3
do elemento 1 e ao nd 4 do elemento 2, entdao tem-se
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F, = |:31'”:42 = fal"' f42+Q31,+Qf’ Kas = K§3+Kf4
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Se os numeros globais dos nos 2 e 3 corresponderem,
respetivamente, aos nos 2 e 3 do elemento 1 e aos nos 1 e 4 do
elemento 2, entao os coeficientes globais K,,, K,; € K55 sao dados
por

_ k! 2 _wl 2 _wl 2
KZZ_K22+K11' K23—K23+K14' K33—K33+K44

De forma idéntica, os componentes fonte dos nos globais 2 e 3
sao adicionados:

F,=F}+F2 F,=F!+F
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Para a malha de dois elementos da figura anterior, pode obter-
se as equacoes montadas.
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Assim
(KL KL KL o ol [ F ]
Kél K;Z + K121 K:2L3 + I<124 I‘<122 K123 U 2 F21 + I:l2
Kél K31,2 + Kjl Ks%a + Kf4 Kfz st WUz =1 Fsl + I:42 ( (264)
0 K3 Ky Ky Ky l||Us R,
0 Ka Ko  Ki KgllUs) | R

O procedimento de montagem descrito acima pode ser usado
para montar elementos de qualquer forma e tipo.

Por exemplo, considere-se a malha de elementos finitos
mostrada na figura (b) anterior. A posicao (4,4) da matriz global
de coeficientes contém K3;'+K,,2+K,,3. A posicao 4 no vetor
montado contém F;'+F,2+F 3,
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2.7. Montagem das Equacoes do
Elemento

As posicoes (1,5), (1,6), (1,7), (2,3), (2,6), (2,7), (3,6), (3,7) e
(4,7) da matriz global contém zeros porque K;,=0 quando os nos
globais / e J nao correspondem aos nos do mesmo elemento da
malha.

Estao completos os cinco primeiros passos ha modelacao por
elementos finitos da equacao (2.1). Os dois passos seguintes da
analise, nomeadamente a imposicao das condicoes de fronteira e
a solucao das equacgoes sao iguais ao caso dos problemas
unidimensionais.
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v 2.8 Calculos Posteriores
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A solucao do elemento finito em qualquer ponto (x,y) num
elemento Q, € dada por

B ) = XU .Y) (2.65)

e as suas derivadas sao calculadas a partir de (2.65) como

? (2.66)
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As equacoes (2.65) e (2.66) podem ser usadas para calcular a
solucao e as suas derivadas em qualquer ponto (x,y) dentro do
elemento.
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2.8. Calculos Posteriores

E (til gerar, pela interpolacao de (2.65), a informacao
necessaria para representar graficamente u,¢ e as suas
derivadas.

As derivadas de u,¢ nao serao continuas nas fronteiras entre
elementos porque a continuidade das derivadas nao € imposta
durante o procedimento de montagem. A forma fraca das
equacoes sugere que a variavel primaria € u, que é considerada
a variavel nodal. Se outras variaveis, como derivadas de ordem
superior da incognita dependente, forem consideradas como
variaveis nodais para as tornar continuas na fronteira entre
elementos, o grau de interpolacao (ou a ordem do elemento)
aumenta.
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Por outro lado, a continuidade das derivadas de ordem superior
que nao sao identificadas como variaveis primarias pode violar
os principios fisicos do problema.

Por exemplo, se du/dx for tornado continuo viola-se o requisito
de que g, (=a;, 0u/dx) € continuo no interface de dois materiais
diferentes porque a,, € diferente para os dois materiais no
interface.

Para o elemento triangular linear, as derivadas sao constantes
dentro do elemento:
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P = O X+yY. V) = .y = .
Y ZAE(‘ prenyh = 2A 1 oy T

(2.67)

ou, :Z”:uj’ﬂj ou, :Zn:“%
ox f32A oy H2A
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Formulacao de Problemas 2D (e 3D)

2.8. Calculos Posteriores

Para o elemento retangular linear, 0U¢/0x € linearem y e
ou,¢/dy € linear em x:

oy; 1 . y+Y, az//J_ X+X,

Sy el

J+7. iy (2.68)
TS bq {1y 125

a
onde X e y sao as coordenadas locais.

Apesar de ou,?/0x e du,¢/dy serem funcoes lineares de x e v,
respetivamente, em cada elemento, elas sao descontinuas nas
fronteiras entre elementos. Consequentemente, as quantidades
calculadas usando as derivadas da solucao do elemento finito u,¢
sao descontinuas nas fronteiras entre elementos.
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Por exemplo, se calcularmos g,°=a,.€ du,¢/0x num no partilhado
por trés elementos diferentes, sao esperados trés valores
diferentes de g,°. A diferenca entre os tres valores vai-se
reduzindo a medida que a malha é refinada. Alguns programas
comerciais de elementos finitos fornecem apenas um valor de g,
no no através da média obtida dos valores dos varios elementos
ligados no no.
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