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9’ 1. Etapas do Metodo dos
usl  Elementos Finitos

Portugal

e Pré-Processamento:
- Definicao do problema e do dominio.
- Discretizacao ou divisao do dominio em elementos.
- Numeracao dos nds e dos elementos.
- Gerar propriedades geométricas (coordenadas, areas de seccoes
transversais, etc.).
e Processamento:

- Obter as equacoes dos elementos [k]{u}={f}.
» Escolha da funcao de aproximacao.
» Ajuste 6timo da funcao de aproximacao.

- Montagem ou colocacao das equacoes dos elementos [K]{u’}={F’}.
- Acréscimo das condicoes iniciais e de contorno [K’J{u’} = {F’3.
- Solucao do sistema linear (ou nao linear) {u’}.
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@’ 1. Etapas do Método dos
uel  Elementos Finitos

Portugal

e PoOs-Processamento:
- Determinacao de variaveis secundarias.
- Apresentacao dos resultados ou visualizacao grafica.
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e 1. Pre-Processamento

Covilha
Portugal

e Discretizacao:

Este passo envolve a divisao do dominio da solucao em
elementos finitos, os quais podem ter uma, duas ou trés
dimensoes.

Os pontos de intersecao das linhas que descrevem os lados dos
elementos sao referenciados como nos, e os lados sao chamados
de linhas ou planos nodais.

=
(=
o
n
C
(&)
=
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior



%)

Q
4%
Llason A1

Covilha
Portugal

1.1. Pré-Processamento

e Discretizacao:

Elemento Linear

(a) Unidimensional

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional

Elemento
Hexaédrico
Mo
T /'
Linha
MNodal Plano Nodal
Elemento & Elemento
Quadrilateral Triangular
® Elemento Tetraédrico
(b} Bidimensional {c) Tri-dimensional
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

e Equacoes dos Elementos:

A seguir, desenvolvem-se equacoes, a fim de aproximar a
solucao de cada elemento.

Isso envolve dois sub-passos:

- Primeiro, escolhe-se uma funcao apropriada com coeficientes
desconhecidos, que serao usados para aproximar a solucao.

- Por ultimo, avaliam-se os coeficientes, para que as funcoes se
aproximem da solucao, de forma considerada otima.
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1.2. Processamento

e Escolha das Funcoes de Aproximacao:

Por serem de facil manipulacao matematica, os polinomios sao
frequentemente empregues para este proposito.

Para o caso unidimensional, a alternativa mais simples &€ um
polindmio de primeira ordem, ou uma linha reta:

U(X)=a, +a,X (1.1)

Nesta formula, u(x) é a variavel dependente; g, e a, sao
constantes; e x é a variavel independente.

Essa funcao deve passar através dos valores u(x) nos pontos
finais dos elementos em x, e X,.
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1.2. Processamento

Portanto:
U =a, +a X
U, =a, +a,Xx,

onde u,=u(x,) e u,=u(x,).
Estas equacoes podem ser resolvidas usando a regra de Cramer,
por exemplo, onde

a = U X, —UpX | U, -4

0 | -
X2—X1 Xz_X1

Este resultado pode, entao, ser substituido na Eq. (1.1), a qual,
depois de se rearranjarem os termos, pode ser escrita como

u=N,u, +N,u, (1.2)
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

onde
X, — X
N, = 22
1% Tx (1.3)
X—X
N, = 1
v (1.4)

A Eq. (1.2) é chamada funcao de aproximacao ou de forma, e N,
e N, sao chamadas de funcoes de interpolacao.

Inspecionando melhor, percebe-se que a Eq. (1.2) é, de facto, o
polindmio interpolador de primeira ordem de Lagrange. Ela
fornece um significado para estimar valores intermédios
(interpolar) entre valores dados u, e u, nos nos.
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

A figura (b) mostra uma funcao de aproximacao NG 1 NG 2
ou forma para (a) um elemento linear. ¢ - ®
As funcoes de interpolacao correspondentes sao

mostradas em (c) e (d). un &Y
Note-se que a soma das funcoes de interpolacao M .
(N,+N,) e igual a 1. X ) X

Z
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

Além disto, lidar com equacoes lineares facilita operacoes como
a diferenciacao e integracao. Tais manipulacoes, mais a frente,
serao importantes noutros itens.

A derivada da Eq. (1.2) é:

du B dN, dN, 15
ax dx T ax e (1.5)

De acordo com as Eq. (1.3) e (1.4), as derivadas de N, e N,
podem ser calculadas como:
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an, 1 dN, 1
dx  X,—%  dx X, —X (1.6)
E, portanto, a derivada de u é:
u__1 (—u, +U,)
i x_x ot (1.7)
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

Por outras palavras, essa € a diferenca de u dividida pela
diferenca de x, representando o declive da reta que liga os nos.

O integral pode ser expresso como

Xfudx = Xf(Nlu1 +N,u, )dx

Cada termo, no lado direito, € somente o integral de um
triangulo retangulo com base x,-x, e altura u. Isto é
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1 (X —x)u
2
O integral completo e:
r u, +U
1 2
_[udx = (X, —%,) (1.8)
" 2
1
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e Processamento

Covilha
Portugal

Esta € a regra do trapézio.
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1.2. Processamento

« Obtencado de um Ajuste Otimo na Funcao de Aproximacao:

Apos a escolha da funcao de interpolacao, as equacoes que
governam o comportamento dos elementos deve ser
desenvolvida. Elas representam um ajuste da funcao de
aproximacao, com a finalidade de obtencao da solucao da
equacao diferencial subjacente.

Estao disponiveis varios métodos para este proposito. Entre os
mais comuns, cita-se a aproximacao direta, o metodo dos
residuos ponderados e a técnica variacional.

O resultado desses métodos é analogo para o ajuste de curvas.
Contudo, em vez de ajustar funcoes para dados, eles
especificam relacoes entre a Eq. (1.2) desconhecida para
satisfazer as EDPs subjacentes numa forma apropriada.
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1.2. Processamento

Matematicamente, o resultado das equacoes dos elementos ira,
frequentemente, consistir num conjunto de equacoes lineares
algébricas, podendo ser expresso na forma matricial:

[kRuj=1{F} (1.9)

onde [k] € uma matriz de propriedade ou de rigidez do
elemento; {u} € um vetor coluna de valores desconhecidos dos
nos; e {F} &€ um vetor coluna, refletindo o efeito de quaisquer
influéncias externas aplicadas nos nos.

Percebe-se, que, em alguns casos, as equacoes podem ser nao
lineares. Contudo, nos exemplos elementares descritos aqui e
em muitos dos problemas praticos, os sistemas sao lineares.
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1.2. Processamento

e Montagem:

Depois de se obterem as equacoes dos elementos individuais,
elas devem ser colocadas juntas ou montadas, para caracterizar
o comportamento unificado do sistema inteiro.

O processo de montagem é governado pelo conceito de
continuidade. Isto €, as solucoes de elementos contiguos sao
combinadas, e os valores desconhecidos (algumas vezes, as
derivadas) dos seus nds comuns sao equivalentes.

Assim, a solucao total sera continua.

Quando todas as versoes individuais da Eq. (1.9) sao, finalmente,
montadas, o sistema inteiro & expresso sob forma matricial,
como

[KRut=1{F"} (1.10)
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

Nesta equacao, [K] € a matriz de propriedade montada e {u’} e
{F’} sao vetores colunas de valores desconhecidos dos nos e
forcas externas. Os apostrofos denotam uma montagem dos
vetores {u} e {F} dos elementos individuais.
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

e Condicoes de Contorno e Iniciais:

Antes da Eq. (1.10) poder ser resolvida, deve-se modifica-la,
para considerar as condicoes iniciais e de contorno do sistema.

Estes ajustes resultam em

[Kut=1{F1 (1.11)

onde as barras indicam que as condicoes de fronteira foram
incorporadas.
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N 1.2. Processamento

Covilha
Portugal

e Solucao:

Para se obter a solucao da Eq. (1.11) usam-se técnicas para a
resolucao de sistemas lineares e nao lineares. Em muitos casos,
os elementos serao configurados de modo que as equacoes
resultantes possam ser unidas, diminuindo o tamanho do
sistema.

Assim, o esquema de eficiéncia mais alto disponivel para cada
sistema pode ser empregue.

O uso de simetrias, onde uma parte do sistema é igual a outra,
possibilita a reducao da ordem do sistema linear.
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1.3. POs-Processamento

e Apresentacao dos Resultados:

Depois de obtida a solucao, esta € exibida na forma de tabelas
ou graficos.

As variaveis secundarias também sao determinadas e
apresentadas.

Apesar dos passos precedentes serem muito genericos, eles sao
comuns na maioria das implementacoes do Método dos
Elementos Finitos.

No item seguinte, ilustra-se a forma como eles podem ser
aplicados na obtencao do resultado numeérico de um sistema
fisico simples: molas ligadas em série.
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2. Exemplo de Elementos Finitos
usl  Unidimensionais

Portugal

« Solucao de Elementos Finitos para Molas em Série:

A figura mostra (a) um conjunto de molas interligadas em série e
(b) a sua representacao em elementos finitos.

Uma extremidade é fixa na parede, enquanto a outra é
submetida a uma forca constante F.

Cada mola é representada por um elemento. Portanto, o sistema
consiste em quatro elementos e cinco nos.

B Forga.
.,. . o e
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£) 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Descricao do Problema:
A figura mostra um conjunto de molas ligadas em série.

Uma extremidade é fixa a uma parede, enquanto a outra €
sujeita a uma forca constante F.

Usando, passo a passo, os procedimentos do Método dos
Elementos Finitos, determina-se o deslocamento das molas.
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9 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Discretisacao:
O modo de particionar esse sistema €, obviamente, tratar cada
mola como um elemento.

Assim, o sistema consiste em quatro elementos e cinco nos.

mﬂ"

/
1 2 3
L

1 2 3 4

L -8
au

Elemento

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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£) 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Equacoes dos Elementos:

Como este sistema € muito simples, as equacoes dos elementos
podem ser escritas diretamente, sem o recurso da aproximacao
matematica.

Este € um exemplo de aproximacao direta para os elementos
derivados.

A figura mostra um elemento individual.
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9 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

A relacao entre a forca F e o deslocamento x pode ser
representada, matematicamente, pela lei de Hooke

F =kx

onde k representa a constante da mola, a qual pode ser
interpretada como a forca requerida para causar uma unidade
de deslocamento.

Se uma forca F, € aplicada no no 1, o seguinte balanco de forca
(reacao) deve existir

I:1 - k(Xl - Xz)
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onde x, € deslocamento do n6 1 da sua posicao de equilibrio e x,
o deslocamento do no 2 da sua posicao de equilibrio.
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2. Exemplo de Elementos Finitos
Unidimensionais

Assim, x,-x, representa o alongamento (em tracao ou em
compressao) da mola relativamente ao equilibrio.

Esta equacao pode também ser escrita como
F, = kx, —kx,

Para um sistema estacionario, o balanco de forcas também
necessita que F,=-F, e, portanto:

F, = —kx, +kx,

Estas duas equacoes simultaneas especificam o comportamento
do elemento em resposta as forcas aplicadas.
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£) 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

Elas podem ser escritas numa forma matricial, como
k —k||x| |k
~k k ||x| |FR

[kixj=1{F}

onde a matriz [k] € a matriz de propriedade do elemento. Neste
caso, € também referenciada como a matriz de rigidez do
elemento.

Ou, entao

Note-se, que esta ultima equacao foi moldada no formato da Eq.
(1.9). Assim, obteve-se sucesso na geracao de uma equacao
matricial, que descreve o comportamento de um elemento tipico
no sistema.
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2. Exemplo de Elementos Finitos
Unidimensionais

Antes de se passar ao passo seguinte, a montagem da solucao
total, introduzir-se-a alguma notacao diferente.

Aos elementos de [k] e de {F} sao, convencionalmente,
colocados sobrescrito e subscrito na forma

%
- kzel kgz X, er

onde, o sobrescrito e designa que estas sao equacoes do
elemento e. Nos k sao tambem colocados subscritos, e k;; denota
a sua localizacao na linha i e coluna j da matriz.

Para o presente caso, elas sao também fisicamente
interpretadas como representando a forca requerida no no i,
para induzir uma unidade de deslocamento no no j.
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9 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Montagem:

Antes das equacoes do elementos serem montadas, todos os
elementos e nos devem ser numerados.

Esse esquema global de numeracao especifica a configuracao ou
topologia do sistema (o presente caso usa um esquema idéntico
ao da figura inicial).

Ou seja, mostra-se o no que pertence a cada elemento. Uma vez
tendo a topologia especificada, as equacoes, para cada
elemento, podem ser escritas com referéncia as coordenadas
globais.

As equacoes dos elementos podem entao ser adicionadas, uma
de cada vez, para montar o sistema total.
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2. Exemplo de Elementos Finitos

usl  Unidimensionais

Portugal

O resultado final pode ser expresso na forma matricial como

E (ver Eq. (1.11)):
£ [KJx}=1{F}
5
: onde
= kL -k 0 0 0 |
% o k%l k%z + k121 o k122 0 0
%E [K ] = 0 - k221 k222 + I(131 - k132 0
: 0 0 -k, K,+ki —ki
'% B o k241 kgz _
S
e

Fl={F* 0 0 0 Ff
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2. Exemplo de Elementos Finitos
Unidimensionais

e {x’} e {F’} sao os vetores de deslocamento e de forca
expandidos.

Quanto as equacoes que foram montadas, as forcas internas
cancelaram-se entre si por terem sentidos opostos. Assim, o
resultado final para {F’} é zero, em todas as linhas, exceto no
primeiro e ultimo nos.

A estrutura da matriz de propriedade montada é tridiagonal. Isso
é um resultado direto do esquema particular de numeracao
escolhido antes da montagem. Embora nao seja muito
importante no contexto presente, com a realizacao de tal uniao,
sistemas esparsos podem ser uma vantagem na colocacao de
problemas mais complicados devido a existéncia de esquemas
eficientes disponiveis para a resolucao de tais sistemas.
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2. Exemplo de Elementos Finitos
Unidimensionais

e Condicoes de Contorno:

O presente sistema € sujeito a simples condicoes de contorno em
x,=0. Introduzindo essas condicoes, e aplicando o esquema de
renumeracao, reduz-se o sistema para (com todos os k=1)

1 -1 0 0 0](x] [-F
-1 2 -1 0 0l|lx 0
0 -1 2 -1 0fxt=40"
0 0 -1 2 -1||x, 0
0 0 0 -1 1]x F |

O sistema esta agora na forma da Eq. (1.12) e esta pronto para
ser resolvido. Embora a reducao das equacoes seja, certamente,
uma aproximacao valiosa incorporada nas condicoes de
contorno, pode preferir-se deixar o numero de equacoes intactas
quando a solucao € realizada por computador.
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£) 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

Neste caso, temos que F,=-F (reacao de F na parede) e x,=0.
Assim, o sistema fica:

(2 -1 0 O01]x,] [0]
-1 2 -1 0 |[X 0
 Ct=2 1t
0 -1 2 -1||x, 0
0 0 -1 1]\x) |F

Uma vez incorporadas as condicoes de contorno, passa-se ao
proximo passo: a solucao.
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£) 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Solucao:

Resolvendo o sistema linear com uma das técnicas numericas,
onde todos os k=1 e F=1, temos:

x,=0
X,=1
X3=2
X=3
Xs=4
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9 2. Exemplo de Elementos Finitos
uBl  Unidimensionais

Portugal

e Apresentacao de Resultados:
O resultado pode agora ser desenhado graficamente.

Na figura os resultados sao os esperados. Cada mola € alongada
uma unidade de deslocamento:

g

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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3. Método da Aproximacao de
Galerkin

Agora descreve-se um método para obter solucoes aproximadas
de problemas de valor de contorno baseados na formulacao
fraca. Vai inicialmente fazer-se um tratamento abstrato.

O primeiro passo no desenvolvimento do método é construir
aproximacoes de dimensoes finitas de y e v.

Estas colecoes de funcdes sao denotadas por ' e v,
respetivamente. O sobrescrito refere para a associacao de " e
v com uma divisao ou discretizacao do dominio Q, o qual €
parametrizado por um comprimento caracteristico de escala h.

Deseja ter-se " e v como sendo subconjuntos de y e v,
respetivamente.
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¥’ 3. Metodo da Aproximacao de
usl  Galerkin

Portugal

Isto pode ser escrito como

y" <y (isto é seu” e y" entdo u" € y) (3.1)
" cv (isto & se w" 0", entdo W" e v) (3.2)
onde o significado preciso € dado em parénteses.

Consequentemente, de (3.1) e (3.2), sendo u" € ¥ e wh € o/,
entao

u"@=g (3.3)
w'(1)=0 (3.4)
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As colecoes 7, v, /', e U, sao frequentemente referidas como
espaco de funcoes.
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3. Método da Aproximacao de
Galerkin

A terminologia espaco em matematica usualmente conota uma
estrutura linear.

Este tem o seguinte significado: se ¢, e ¢, sao constantese ve w
estao em v, entao c,v+c,w esta também em .

Ambos v e v sao assim vistos como possuindo as propriedades
do espaco linear. Contudo, essas propriedades nao sao
claramente compartilhadas por y e ' devido a nao
homogeneidade das condicoes de contorno.

Por exemplo, u, e u, sao membros de y, entao u,+u, € y, uma
vez que u,(1)+u,(1)=g+g= 2g esta em violacao com a definicao de
7. Contudo, a terminologia de espaco de funcoes ainda é
aplicada para y e /.
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U 3-1. Metodo (Bubnov-) Galerkin

Covilha
Portugal

Assume-se que o conjunto o" seja dado. Entao, para cada
membro v € v, constroi-se uma funcao u" € " tal que

u"=v"+g" (3.5)

onde g" € uma funcao dada satisfazendo a condicao de contorno
essencial, isto é,

g")=g (3.6)

Note-se que (3.5) satisfaz tambéem as condicoes requeridas de
contorno
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'@ =v"Q+g"Q)=0+g (3.7)
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= 3.1 Método (Bubnov-) Galerkin
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Assim (3.5) constitui uma definicao de ", que €&, " sao todas as
funcoes da forma de (3.5). O ponto importante a observar é que,
acima de tudo, as funcoes g", #' e v/ sao compostas por
conjuntos idénticos de funcoes.

Agora escreve-se a equacao variacional
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a(w,u) =(w, f)+w(0)h (3.8)

onde )
a(w,u) = IW,Xu,de (3.9)
(w, f)= _l[vvfdx (3.10)

em termos de u" € " e wh € V.
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3.1. Méetodo (Bubnov-) Galerkin

Assim

a(w",u™) =w", f")+w"(0)h (3.11)

Esta equacao é considerada como definindo uma solucao
aproximada (fraca), uh.

Substituindo (3.5) em (3.11), e a bilinearidade de a(.,.)
possibilita escrever

a(w',u") = (w", ) +w"()h—a(w",g") (3.12)

O lado direito consiste totalmente em termos associados com
dados fornecidos (isso €, f, g e h). A equacao (3.12) € usada para
definir v, a parte desconhecida de u".
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= 3.1 Método (Bubnov-) Galerkin
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A forma (Bubnov-) Galerkin do problema, denotada por (G) é
representada como se segue:

(Dado f, geh,acharu" =v"+g", ondev" e 0"
(G)A tal que para todo w" € " (3.13)
a(w",v")=(w", f)+w"(Oh-aw",g")

Note-se que (G) € uma colecao de funcoes com dimensoes finitas
em V.

O método de Bubnov-Galerkin € comummente referenciado
como simplesmente método de Galerkin, terminologia que se
adotara.

=
(=
o
n
C
(&)
=
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

A equacao (3.12) é algumas vezes referida como Equacao de
Galerkin. O método de aproximacodes do tipo considerado €
exemplo do chamado Método dos Residuos Ponderados.
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4. Matriz de Rigidez e Vetor de
Cargas

O meétodo de Galerkin conduz a um sistema de equacoes
algébricas lineares.

Para ver isso, € necessario detalhar mais a definicao de o".
Assim u" consiste de qualquer combinacao linear de fungées
dadas denotadas por N,:Q—R, onde A=1,2,....,n.

Isso significa que se w" € u”, entao existem constantes c,,
A=1,2,...,n, tal que

W' => N,y =t N, +C,N, + 6N, +...+C, N, (4.1)

A=1

As funcoes N, sao conhecidas como funcoes de forma, base ou
interpolacao. Requer-se que cada N, satisfaca

N,()=0, A=12,..n (4.2)
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£) 4. Matriz de Rigidez e Vetor de
uBl  Cargas

Portugal

da qual segue por (4.1) que w"(1)=0, como € necessario. v tem
dimensoes n por razoes obvias.

Para definir membros de »' & necessario especificar gh. Para esse
fim, introduz-se uma outra funcao de forma N, ,:Q—R, a qual
tem a seguinte propriedade

n+1
Nn+1(1) =1 (43)
(Note que N, ,,¢0v") Entao g" é dado por

gh - gNn+1 (44)

e entao
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&) - (4.5)
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£) 4. Matriz de Rigidez e Vetor de
uBl  Cargas

Portugal

Com essas definicoes, u"ey" pode ser escrito como

u"=v"+g"=> d,N,+9gN (4.6)
A=1

onde os d, sao constantes e das quais se veé que u"(1)=g.
Substituindo (4.1) e (4.6) na Equacao de Galerkin tem-se

a(iCANA’idBNBj :(iCANA7 f]+|:iCANA(O):|h_a(iCANA’ gN1+n) (47)

A=1 A=1

Usando a bilinearidade de a(.,.) e (.,.), (4.7) fica
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0=3"¢,Gs (4.8)
A=1
onde "
G, = Za(NA’ Ng)dg —(N,, f)=N,(O)h+a(N,,N,.,)g (49)
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4. Matriz de Rigidez e Vetor de
Cargas

Agora a equacao de Galerkin € garantida para todo weu".

De (4.1), isso significa que a equacao de Galerkin € valida para
todos os ¢,, A=1,2,...,n.

Uma vez que os coeficientes ¢, sao arbitrarios em (4.8),

necessariamente segue que cada G,, A=1,2,...,n, deve ser igual
a zero, isto &, de (4.9)

Za(NA’ Ng)dg =(N,, f)—=N,(O)h+a(N,, N,,;)9 (410)
B=1
Note-se que todos os termos sao conhecidos em (4.10) exceto os
d.
Entao (4.10) constitui um sistema de n equacoes em n

incognitas. Este sistema pode ser escrito numa forma mais
concisa como se segue.
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£) 4. Matriz de Rigidez e Vetor de
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Assim, tem-se

Kas =a(N,, Ng) (4.11)
F,=(N,, f)=N,(Oh+a(N,,N,.,)g (4.12)

Entao (4.10) fica
Zn:KABdB =F,, A=12..n (4.13)

B=1

Este sistema de equacoes também se pode escrever na forma
matricial.
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4. Matriz de Rigidez e Vetor de
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Assim
'g _K11 Kp Kln_
= K, K, .. K
:_§ K = [KAB]: 21 22 2n (414)
g _Knl Kn2 Knn_
2
§ F= {FA}: {Fl F, .. Ry F }T (415)
:
‘é’ e
_g d= {dB}: {dl d, .. d_ dn}T (4.16)
3]
S
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9 4. Matriz de Rigidez e Vetor de
usl  Cargas
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Assim (4.13) pode ser escrita na seguinte forma
Kd =F (4.17)

As seguintes terminologias sao, frequentemente aplicadas,
especialmente quando o problema em consideracao pertence a
um sistema mecanico:

K = Matriz de Rigidez
F = Vetor de Forcas
d = Vetor Deslocamentos

No entanto, uma grande variedade de interpretacoes fisicas sao
possiveis.
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4. Matriz de Rigidez e Vetor de
Cargas

Neste ponto, pode representar-se a matriz equivalente, (M), do
problema de Galerkin.

(M ){Dadas a matriz de coeficientes K e o vetor F, achard tal que (4.18)

Kd=F

A solucao de (M) € justamente d=K"'.F (assumindo que a inversa
de K, K1, existe).

Uma vez que d é conhecido, a solucao (G) pode ser obtida em
qualquer ponto x € ), empregando (4.6), assim,

1) = daNo () + ON, 4 () (4.19)

Do mesmo modo, derivadas de u", se requeridas, podem se
obtidas pela diferenciacao termo por termo.
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9 4. Matriz de Rigidez e Vetor de
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Deve ser enfatizado, que a solucao (G) € uma solucao
aproximada de (W).

Consequentemente, a equacao diferencial e as condicoes de
contorno naturais sao apenas aproximadamente satisfeitas.

A qualidade da aproximacao depende das escolhas das funcoes
de aproximacao N, e do numero de n.
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i 4.1. Observacoes

Covilha
Portugal

1. A matriz K é simétrica.

Isso segue da simetria de a(.,.) e do uso do método de Galerkin
(que €, as mesmas funcoes de forma sao usadas para as
variacoes e solucoes admissiveis):

Kae =a(N,, Ng)=a(Ng,N,) =Kg, (420)
ou em notacao matricial
K=K (4.21)

onde o sobrescrito T denota a matriz transposta.
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A simetria de K tem importantes implicacoes computacionais.
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4.1. Observacoes

2. Vai-se relembrar os passos seguidos para o problema
matricial, ja que eles sao tipicos do processo que se deve
desenvolver na solucao de um dado problema usando o Método
dos Elementos Finitos:

(S) = W)= (G) & (M) (4.22)

A Unica aproximacao aparentemente feita esta na resolucao
aproximada de (W) via (G). Em situacoes mais complexas
encontradas na pratica, o numero de aproximacoes aumenta.

Por exemplo, os dados f, ¢ e h podem ser aproximados, como
também o dominio Q, o calculo de integrais e assim por diante.

Prova de convergéncia e analise de erros envolvem
consideracoes de cada aproximacao.
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T 4.1. Observacoes

Covilha
Portugal

3. Algumas vezes é conveniente escrever

n+1

u"(x) < > N,(x)d,

onde d,,,=9.

=
(=
o
n
C
(&)
=
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

(4.23)
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5. Propriedades da Matriz de
uBl  Rigidez

Portugal

As funcoes de forma N,, A=1,2,...,n+1 sao zero fora da
vizinhanca do no. Como resultado, muitos termos de K sao zero.
Isso pode ser visto como se segue.

Seja B>A+1 (a porcao diferente de zero de N; e N, nao faz
sobreposicao), entao, pela figura

KAB:INAXNBXdX:O (51)
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¥ 5. Propriedades da Matriz de
usl  Rigidez

Portugal

A simetria de K implica, adicionalmente, que (5.1) é garantida
para A>B+1. E dito que K é semi-diagonal, isto €, os seus valores
diferentes de zero estao numa banda sobre a diagonal principal.

A figura seguinte mostra essa propriedade. Matrizes semi-
diagonais tém vantagens significativas uma vez que os elementos
zero fora da banda nao sao armazenados e nem operados pelos
computadores.

A matriz de rigidez obtida na analise de elementos finitos, em
geral tem banda estreita, e conduz ela mesma a uma formulacao
e solucao mais economica.
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¥ 5. Propriedades da Matriz de
usl  Rigidez

Portugal

k, k, 0 . . . 0
ky Ky ks 0
0 kﬂ ‘kEE k34 0
K =
{} kn—ln—E kn—l.rr—? kn—?.n—l 0
D n—1.n-2 kn—].n—] ;Lrn—l._n
0 D kn.n—l Hin

Definicao:
« Uma matriz A nxn é definida positiva se

- ¢TAc 2 0 para qualquer vetor ¢ de ordem n; e
- ¢TAc = 0 implica que c=0.
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£ ) 5. Propriedades da Matriz de
uBl  Rigidez

Portugal

Observa-se:

« Uma matriz definida positiva e simétrica possui uma Unica
inversa.

« Os valores proprios de uma matriz definida positiva sao reais
e positivos.

Teorema:
o A matriz K n x n definida em (4.11) € definida positiva.
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£) 5. Propriedades da Matriz de
uBl  Rigidez

Portugal

Prova:

e Sejac,, A=1,2, ...,n, e os componentes de c (isto €, c={c,}),
um vetor arbitrario. Usam-se estes ¢, para construir um
membro de ",

n
w"=> c\N,
A=1
onde os N, sao as funcoes bases para v". Entao
- Definicao de K,z
n n
c'Ke= > c,KusCs = D caa(N,, Ng)cg

A,B=1 A,B=1
- Bilinearidade de a(...,...)

c'Ke=a(D cyN, D csNg)
A=1 B=1
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5. Propriedades da Matriz de
Rigidez

- Definicao de w"

c'Kec =a(w",w")

CTKczj(W,i)deZO
0

o Assume c'Kc=0. Por parte da prova anterior,

[(w! Fax=0

0
e, consequentemente, w" deve ser constante: uma vez que
wheuh, wh(1)=0.
Combinando estes factos, conclui-se que w"(x)=0 para qualquer
xe[0,1], o qual é possivel somente se cada ¢,=0, A=1,2,...,n.
Entao c=0.
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5. Propriedades da Matriz de
Rigidez

Note-se que a segunda parte desta prova depende da definicao
de K e das condicoes de contorno essenciais de valor zero
construida dentro da definicao de v".

Resumindo:

o K definida por (4.11) €
- Simétrica
- Semi-diagonal
- Definida positiva

A consequéncia pratica das propriedades acima é uma solucao
computacional de Kd=F muito eficiente.
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= 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

Até aqui, analisou-se o Método dos Elementos Finitos
simplesmente como um procedimento de aproximacao de
Galerkin aplicado para formulacgoes fracas do problema em
questao.

O que faz com que se tenha feito um procedimento de
elementos finitos € a caracteristica das funcoes bases
selecionadas; particularmente a sua suavidade “Piecewise” e o
suporte local (isto €, N,=0 fora da vizinhanca do no A).

Matematicamente, esse € o ponto de vista global no qual as
funcoes base sao consideradas como definidas em todo o
dominio do problema de valor de contorno.

O ponto de vista global é muito usado pare estabelecer as
propriedades matematicas do Método dos Elementos Finitos.
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6. Coordenadas Locais e Globais

Agora deseja-se discutir um outro ponto de vista chamado de
ponto de vista local ou do elemento.

Este ponto de vista é tradicional em engenharia e € muito usado
na implementacao computacional do Método dos Elementos
Finitos e no desenvolvimento de elementos finitos.

Comeca-se o tratamento do ponto de vista local com uma
questao: O que é um elemento finito?

Tenta-se dar uma resposta em termos do espaco de elementos
finitos lineares “Piecewise” que se definiu previamente.
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== 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

Um elemento individual consiste das seguintes quantidades.

e Elemento Finito Linear (Descricao Global)
- (g1) Dominio: [x4,X4.1]

(82) NOs: {X4,X4.13

(g3) Graus de Liberdade: {d,,d,.}

(g4) Funcoes de Interpolacao: {N,,N,.}

(g5) Funcoes de Aproximacgao: u(x)=N,(X)d,+N .1 (X)d 4.1, XE[X4,X4.1]

No Método dos Residuos Ponderados no qual /" e v sao

construidos em cima de diferentes classes de funcoes (isto €,

Método de Petrov-Galerkin), pode-se também especificar um

conjunto de funcdes teste ou ponderadas, ditas {N,,N,.}.

O conjunto inteiro de N, poderia entao constituir uma base para
v". No método de Galerkin N,=N,.
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6. Coordenadas Locais e Globais

Em palavras, um elemento finito linear € justamente a
totalidade das possibilidades associadas com as funcoes u”
restritas para o dominio dos elementos.

As quantidades acima sao em termos dos parametros globais
chamados de coordenadas globais, funcoes de forma globais,
ordenacao de nos globais e assim por diante.

Passa-se agora a introduzir um conjunto de quantidades locais,
correspondentes a quantidades globais, tal que calculos para um
elemento tipico podem ser padronizados.
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== 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

Estes sao dados a seguir:.

e Elemento Finito Linear (Descricao Local)

- (g1) Dominio: [&,4]

- (82) Nos: {&,5]
- (g3) Graus de Liberdade: {d,,d,}

)
)
- (g4) Funcoes de Interpolacao : {N,,N,}
- (g5) Funcodes de Aproximacao: u"(&)=N,(&)d+N,(&)d,

Note-se que na descricao local, a numeracao dos nds comeca
com 1.

Relacionam-se os dominios da descricao global e local por uma
transformacao afim &:[x,,x,.]—[&4,&5], tal que &(x,)=&, e

&(Xpe1)=8 2-

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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== 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

Isto € padronizado na pratica tomando &,=-1 e &£,=+1. Estes sao
elementos isoparameétricos.

Entao & pode ser representado pela expressao
E(X) =, +C,X (6.1)

onde ¢, e ¢, sao constantes que sao determinadas por

C,+C,X,=-1
C,+C,X,, =1

(6.2)

Resolvendo o sistema de equacoes obtém-se
c,=— Xprn T Xa
Xpq — X
J A+12 A (63)
C,=—
Xas1 ~ XA
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== 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

Substituindo em (6.1) resulta em

£ = 2 K (6.4)
hA
onde h,=x,.,-X,, 0 comprimento do elemento A.
O inverso de £ € obtido pela resolucao em ordem a x:
X(&) = hA = Xp = Xau (65)

2

Em (6.4), zje um mapeamento e x € um ponto, e pelo contrario,
em (6.5) x € um mapeamento e £ € um ponto.

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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6. Coordenadas Locais e Globais

Na sequéncia, adota-se a notacao convencional na qual os sub-
indices a,b,c,... pertencem ao sistema de numeracao local. Os
sub-indices A,B,(C,... irao sempre pertencer ao sistema de
numeracao global.

Para controlar a proliferacao de notacoes, usa-se a mesma
notacao para o sistema local e global (por exemplo, d, e d, ou N,
e N,). Isso geralmente nao causa confusao pois o contexto ira
tornar claro qual o ponto de vista que esta a ser adotado.

Para nao haver perigo de confusao, um sobrescrito e sera
introduzido para denotar uma quantidade com descricao local
associada com o numero do elemento e (por exemplo, d =d,,

Nae(§)=NA(Xe(§))a onde Xe:[§1:‘(:52]_)[X1e:xze]=[XA)XA+1]7 etc.).
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= 6. Coordenadas Locais e Globais
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Em termos de &, as funcoes de forma na descricao local tomam a
forma padrao

N, () = (1+2§a§) a=12 (6.6)

Note também que (6.5) pode ser escrito em termos de (6.6):

K(€) = XN (6.7)

Esta tem a mesma forma que as funcoes de interpolacao. Por
referéncia, nota-se o seguinte resultado

N, == (6.8)

Xt = h? (6.9)
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= 6. Coordenadas Locais e Globais

Covilha
Portugal

onde he=x,¢-x.¢ e
2
&=0%)" = e (6.10)

A descricao local e global dos e-simos elementos sao esbocados
na figura seguinte.
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9’ /. Matriz de Rigidez e Vetor
uBl  [ndependente de um Elemento

Portugal

Para desenvolver mais o ponto de vista dos elementos, assume-
se que o modelo em questao consiste de n, elementos,
numerados como na figura.

Claro que para este caso n_=n.
Se e € a variavel indice para os elementos, entao 1<esn..

Numero dos Elementos (e)

s \‘2\:3

X1 X2 X3 X4 Xn Xn+1

. 7

Coordenadas dos “nos”
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/. Matriz de Rigidez e Vetor
Independente de um Elemento

Agora relembrando a definicao (global) das matrizes de rigidez e
do vetor forca

K= [KAB]
nxn (7 1)
nx1
onde
1
Kao =a(Ny Ng) =[N, Ny dx (7.2)
0

1 1
Fa=(N, £)+54h—a(N,, N, )g = [N, fdx+5uh— [N, N, dxg  (7.3)
0 0

Em (7.2) assumiu-se N,(x,)=0A,;, como para o espaco de
elementos finitos lineares “Piecewise”.
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/. Matriz de Rigidez e Vetor
Independente de um Elemento

Os integrais sobre [0,1] podem ser escritos como a soma de
integrais sobre os elementos do dominio

K=K K =[Kg] (7.4)

e=1
F=YF F={F} (7.5)

onde -
K/iB = a(NA’ NB)e - INA,XNB,XdX (76)

Fo=(Nu F)°+8,84h-a(N, N,.)7g = [N, fdx+5,h— [N, N, dxg (7.7)
0° 0

e Q°=[x,¢,x,¢], o dominio do eézimo elemento.
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/. Matriz de Rigidez e Vetor
Independente de um Elemento

Uma observacao importante a fazer € que K e F podem ser
construidos pela soma das contribuicoes das matrizes e vetores
dos elementos, respetivamente.

Pela definicao de N,, tem-se que
Kis=0,se Axreou Aze+louB=eouB=e+l (7.8)

F,=0,se Azeou Aze+l (7.9)

A situacao para um elemento tipico, e, € mostrada na figura. Na
pratica, nao se deve adicionar os zeros mas meramente
adicionar os termos diferentes de zero na posicao apropriada.

Para esse proposito € muito util definir a matriz de rigidez para
0 ézimo elemento k¢ e o vetor de forca do elemento f¢ como se
segue
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/. Matriz de Rigidez e Vetor
uBl  [ndependente de um Elemento

Portugal

2x2 (7 . 10)

fe=|fe]
2x1

=

c

S

&

()

£

5

=

-

©

£ _

5 Coluna Coluna

a

% e e+1

©

5 I )

(] e a

'g K = F = L

-

(I - .

@ X X < Linha (e) — X

& X X < Linha(e+1) — X

S

L g _ " A

Hen mxl
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¥ /. Matriz de Rigidez e Vetor
uBl  [ndependente de um Elemento

Portugal

k§b - a(Na’ Nb)e = J‘Na,be,de (711)
Qe
. [ 5,,h e=1
fe=[N,fdx+{ 0 e=23..,n-1 (7.12)
° —ks 9 e=n,

Aqui k¢ e f¢ sao definidos com respeito a ordenacao local, onde
K¢ e F¢ sao definidos com respeito a ordenacao global.

Para determinar onde os componentes k€ e f¢ irao ficarem K e F,
respetivamente, é necessario informacao adicional. Isso €
discutido a seguir.

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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9’ 8. Montagem da Matriz de Rigidez
usl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

Num programa computacional de elementos finitos, existe uma
sub-rotina de elementos finitos para produzir k¢ e f¢,
e=1,2,...,n,, dos dados fornecidos e para alimentar a sub-rotina
de montagem necessita-se de informacao adicional tal que os
termos em k¢ e f¢ possam ser adicionados em posicoes
apropriadas em K e F, respetivamente.

Estas informacoes para montagem sao armazenadas numa matriz
chamada LM, a matriz de localizacoes.

Constroi-se uma matriz LM para o problema acima considerado.

As dimensoes de LM sao o numero de nos dos elementos pelo
numero de elementos. No caso presente, 0os numeros sao 2 e n,,
respetivamente.
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8. Montagem da Matriz de Rigidez
Bl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

Dando um numero particular de graus de liberdade e um numero
de elementos (diga-se a e e, respetivamente), o valor devolvido
pela matriz LM é correspondente ao numero global das
equacoes, A, isto €

e se a=1

1
e+l se a=2 (8 )

A=LM(a,e):{

A matriz completa LM & mostrada na figura seguinte.

Mimera de Elemetos l=e=n,

A
~ T,

©
(=
S
(72}
c
0]
£
=
(=
S
©
£
o
a
o
|-
o
©
)
(=
o
S
©
o
c
S
L
(%)
o
=
3]
O
c
o
O

, : 2 3 ... e .. n n
N g 1 el-1 el
vamero 1 2 3 .. e ... n—1 n
de nos
Locais |2

OB 2y 3 4 e+l .. n 0
(n,, =2) n,, X1,
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@ 8. Montagem da Matriz de Rigidez
usl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

Este € o modo usado para LM ser armazenada no computador.

Note que LM(2,n,)=0. Isso indica que o grau de liberdade 2 do

elemento numero n, € prescrito e nao € conhecido na equacao
da matriz global.

Portanto os termos k;,"¢, ky,"¢, k»,"¢, € f,"¢ nao sdo montados em
K e F, respetivamente.

Como no exemplo, assume-se querer adicionar a contribuicao do
ézimo elemento, onde 1<eszn,,, para K e F parcialmente
montados. Da matriz LM, deduz-se o seguinte procedimento de
montagem

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional

e
Kee <~ Kee + kll (82)
e
Ke,e+1 < Ke,e+1 + I(12 (83)
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@ 8. Montagem da Matriz de Rigidez
usl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

Ke+1,e N Ke+1,e + kgl (84)
Ke+1,e+1 <~ Ke+1,e+1 + k§2 (85)
F «F +ff (8.6)

|:e+l <~ |:e+1 + fze (87)

onde a seta («+) € lida como “é trocado por”.

Devido a simetria k,, nao precisa ser montado na pratica.

Para o elemento n, tem-se apenas
Ko < K, +k (8.8)
F «F +f" (8.9)

Com estas ideias, pode-se construir, esbocando um modelo, um
algoritmo para montar K e F.
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¥’ 8. Montagem da Matriz de Rigidez
Bl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

Algoritmo
| Ler dados de entrada
| Aprontar a matriz LM
| Coloca os Zeros Armazenadosem Ke F
| e=1
| repita
| | Formak® e f°.
| | Usa a matriz LM para adicionar os componente de k® e f° na
| | locacao apropriada de K e F, respectivamente.
| | e<e+1
| até e > ng
Fim Algoritmo
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8. Montagem da Matriz de Rigidez
Bl e do Vetor de Cargas Globais

Portugal

A acao do algoritmo de montagem é denotada pelo simbolo U,
operador de montagem, isto €&,

K :D(ke) (8.10)

F=J) (8.11)
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usl  Equacoes

Portugal

9. Resolucao do Sistema de

E resultam em grandes sistemas lineares, com as seguintes
iz representacoes:
E f
2 a) X +8,X, +... 8, X, =0,
E 8, X, +8,X, +...4+8, X =b,
) .
=
S
by QX +a,X, +...+a, X, =b,
'©
£ ou
(1]
= b)
LIS- all a12 ain bl Xl
g’ AX =B, A=|® %2 o %) p_ b? e
() .
_anl an2 a'nn _bn_ _Xn_

Os problemas resolvidos pelo Método de Elementos Finitos,
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£ ) 9. Resolucao do Sistema de
usl  Equacoes

Portugal

onde A é a matriz de coeficientes, B € o vetor de variaveis
independentes e X é o vetor das incognitas.
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¥ 9. Resolucao do Sistema de
usl  Equacoes

Portugal

Existem varios métodos numéricos para a resolucao de um
sistema linear. Podem destacar-se as duas classes abaixo, devido
a facilidade de implementacao computacional e a sua
simplicidade matematica:

e Métodos Diretos (Baseados no Escalonamento de Matrizes):
- Método de Jordan;
- Método de Gauss;
- Método da Pivotacao Parcial e
- Método da Pivotacao Completa.

e Métodos Iterativos:
- Método de Jacobi;
- Método de Gauss-Seidel e
- Método SOR (Sucessive Over Relaxation).
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¥ 9. Resolucao do Sistema de
usl  Equacoes

Portugal

Note-se que os métodos iterativos tém a restricao do seu critério
de convergéncia:

n
2| = ;‘aﬁ‘
i]

Em certos casos extremos pode até usar-se analise de sistemas
mal condicionados e refinamento de sistemas lineares.

Além disso, alguns métodos s6 podem ser aplicados a sistemas
especiais como por exemplo o méetodo de Cholesky no qual a
matriz A deve ser simétrica.
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¥’ 10. Modelo de Elemento Finito de
usl  Barras e Cabos

Portugal

A equacao de movimento que governa a deformacao axial de
uma barra é
o’'u 0 ( ou

A — | EA | = f 10.1
e Y R (10)

Para problemas estaticos esta equacao reduz-se a

—i(EAd—“j — (%) (10.2)

dx dx
Deve ter-se em mente que (10.2) é derivada assumindo que
todos os pontos materiais na linha x=constante (isto €, todos os
pontos em qualquer seccao transversal) se movem o mesmo
valor u(x). Isto € equivalente a dizer que a tensao em qualquer
seccao transversal € uniforme.

=
(=
o
n
C
(&)
=
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



9 10. Modelo de Elemento Finito de
usl  Barras e Cabos

Portugal

A equacao (10.2) € a mesma que a equacao do modelo

—i(ad—uj+cu—f =0 para O<x<L (10.3)
dx\ dx
com a=EA e c=0.

Desta forma, o modelo de elemento finito da barra é

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional

0= Zkeue—fe Q° (i=12,...,n) (10.4)
onde
dNy dN
= B°(NF,N%) = j[ +cN N ]d (10.5)
dx
— j fNCdx (10.6)
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Covilha
Portugal

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional

10. Modelo de Elemento Finito de
Barras e Cabos

A deflexao transversal média u(x) de um cabo feito de material
elastico tambéem € governada por uma equacao da forma

d du

—&(T &j: f(x) (10.7)

onde T é a tensao uniforme no cabo e f € a forca transversal
distribuida.

Esta equacao também é igual a (10.3) com a=T e c=0.
Em problemas de mecanica estrutural, o funcional quadratico

2

Xa

Ie=%Be(u,u)—le(u):1]‘b{a(g—ij +cu2}dx—:j:ufdx—u(xa)Ql—u(xb)Q2 (10.8)

toma o significado especial da energia potencial, I1¢, que pode
ser representado na forma
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@ 10. Modelo de Elemento Finito de

usl  Barras e Cabos

Portugal

I1° :%ngerdx— _fufdx—Zquf (10.9)

onde u é o deslocamento, ¢ € a extensao e o € a tensao.
O elemento finito de aproximacao de u pode ser escrito como
m
ue
u = {N; NS L NER 2

n

> =N°u° (10.10)

ue

LonJ

e as extensoes e tensoes tomam a forma
_du_ 9 Ny =B (10.11)

g - —

Cdx  dx
o=Ee=EB‘U° (10.12)
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10. Modelo de Elemento Finito de
Barras e Cabos

E a expressao para a energia potencial total fica
I1° = %_[AeEeuT B"Budx— IuT B fdx—u'Q (10.13)

onde o sobrescrito e em B e u é omitido por simplicidade.

Assim, o principio da energia potencial total minima, oI1¢=0,
resulta no modelo de elemento finito

STI° =5uT[UAeEeBT de}u—jBT fdx—Q}:O (10.14)
ou
KUt = f°+Q° (10.15)
onde "y ] . dN
k®=|AEB'Bdx, f°=|B'fdx, B=— 10.16
JAE. J i (10.16)
g:;z?ti;;(E?\Eguziuer{éliénzc?;: -A2<(e)r201espaciais edro ¥ Gambos Un1‘veFriiCclijal\?ich(iaadBGeIiErnaglenntZ?ir;? hgg
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usl  Barras e Cabos

Portugal

10. Modelo de Elemento Finito de

modulo elastico € E=28x10°N/m?2.

Queremos analizar o pilar para
determinar os deslocamentos e as
tensoes usando o método dos
elementos finitos. O pilar € uma
estrutura tridimensional mas
pode-se aproximar os campos de
deformacao e de tensao a uma
dimensao.
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20kN/m?

0.5m

Exemplo 2.01: Uma ponte € apoiada em varios pilares de betao
com a geometria e cargas da figura. O carregamento de 20kN/m?
representa o peso da ponte e uma distribuicao assumida do
trafego da ponte. O peso volumico do betao € 25kN/m3 e o seu

2m

1.5m ‘

0.5m
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1. Trelica Plana

Covilha
Portugal

Considere-se uma estrutura constituida por varios elementos de
barra ligados entre si com rotulas, como mostra a figura.

Os membros podem rodar livremente em torno do eixo das
rotulas. Desta forma, cada membro suporta apenas forcas axiais.
A estrutura planar (isto €, todos os membros estao no mesmo
plano) com membros ligados por rotulas chama-se trelica plana.
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= 11. Trelica Plana

Covilha
Portugal

Uma vez que cada elemento tem uma orientacao diferente em
relacao a um sistema de eixos global (x,y), € necessario
transformar as relacoes de forca/deslocamento derivadas no
sistema de coordenadas do elemento (x,y) para o sistema de
coordenadas global (x,y) para que a matriz de rigidez da
estrutura possa ser montada.
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= 11.1. Elemento Basico da Trelica

Covilha
Portugal

Primeiro considera-se um elemento de barra uniforme com a
constante EA e orientada com um angulo 6,, medido no sentido
anti-horario, a partir do eixo x.

Se o sistema coordenado do membro (x,,v,) € como mostrado na
figura e (use,v:) e (F¢£,0) representam os deslocamentos e as
forcas no no i relativamente ao sistema coordenado (x,,V.),
respetivamente,
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= 11.1. Elemento Basico da Trelica

Covilha
Portugal

entao, as equacgoes do elemento podem ser escritas (com
F£=Q;¢+f;¢) na seguinte forma

Lo 1 ol (F
0o 0 o olleg| |o L

E&Ae 10 1 o<:Jil§>:<ﬁ;> ou [k fa =17} (11.1)
0 0 0 o]lw| |o]

E desejavel escrever as relacoes forca-deslocamento em termos
das forcas e deslocamentos globais.

Para isso as relacoes de transformacao entre os sistemas
coordenados (x,V) e (X,,V,) sao
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X, = XC0SH,+Yysing,, Yy, =-Xsing,+ycoso,

X=X,C086,-Yy,sinf,, y=Xsinb,+Yy,coso,
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== 11.1. Elemento Basico da Trelica

Covilha
Portugal

ou na forma matricial

{)}} :{ co_s¢9e sin 6, Hx} {x} _ {C?S@e —sin 06}{?} (11.2)
A —-sing, cosdo, ||y y sind, cosd, ||V,

onde 6, € o angulo formado entre o eixo positivo de x e o eixo
positivo de x,, medido no sentido anti-horario.

Note-se que todas as quantidades com barra referem-se ao
sistema de coordenadas do membro (ou local) (x,,v.), enquanto
que as quantidades sem barra referem-se ao sistema de
coordenadas global (x,vy).

Esta relacao também € valida para os deslocamentos e forcas
dos dois eixos coordenados.
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11.1. Elemento Basico da Trelica

Entao
(G [cosd, sing, O 0 [uf)
A —-sing, cosé 0 0 ||v;
S thb= : ) _ ot (11.3)
u, 0 0 cosd, sing, ||u;
v,] | O 0 -sing, cosd, ||v;]
ou

e f=[re o (11.4)

onde {A¢} e {A¢} representam o vetor dos deslocamentos nodais
no sistema coordenado do membro e da estrutura,
respetivamente. De forma similar, tem-se

Fel=[refFe) (11.5)
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= 11.1. Elemento Basico da Trelica
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Aqui {Fe} e {Fe} representam o vetor das forcas nodais no sistema
coordenado do membro e da estrutura, respetivamente.
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= 11.2. Elemento Geral da Trelica
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Agora derivam-se as relacoes entre os deslocamentos globais e
as forcas globais. Usando (11.4) e (11.5) em (11.1) obtém-se

ke fre fiac f= [ fir < (11.6)

Multiplicando ambos os lados da equacao por [T¢]” e atendendo a
que [T¢]'=[T¢]", tem-se

el ke refici={Fe} ou [k fart={Fe) (11.7)
onde

e l=freTlelre] {rej=lre ey (11.8)
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1 11.2. Elemento Geral da Trelica
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Multiplicando estas matrizes, obtém-se

3 cos’ 6, Lsin 20,  —cos’ 0, “Lsin 20,

2 2 2

© 1. i 2 1. fn 2

= E.A —sin 26, sin“d, ——sin26, -sin“0,

E [ke]= =2 2 . 2 . (11.9)
g n. | _cos? 6, —=sin20, cos°0,  =sin20,

3 2 2

i@ ~Lsin 20, —sin® 0, Lsin 20, sin’ 6,

5 2 2 |

£

£ (Fe] [Fccosd,| [ffcosé,

8 [Fe]=< i = E sin & -+ 9 fl Sin &, - (11.10)
S F F,” cosé, , C0S6,

S FS)] |RSsing,| |fSsing,)
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==’ 11.2. Elemento Geral da Trelica
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onde f.¢ sdo calculadas usando
he
fe= j f (X)p e (X)dx (11.11)

As equacoes (11.9) e (11.10) dao uma forma para calcular a
matriz de rigidez do elemento [k¢] e o vetor de forca {F¢},
respetivamente, ambas referentes ao sistema de coordenadas
globais de um elemento de barra com um angulo 6,.

A montagem dos elementos com as respetivas matrizes de
rigidez e vetores de forca nas coordenadas globais segue a
mesma ideia ja descrita anteriormente mas tendo em atencao
que agora cada no tem dois graus de liberdade de deslocamento.
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o, 12. Vigas e Porticos

Covilha
Portugal

Vamos considerar a formulacao do elemento finito de equacoes
diferenciais de quarta ordem unidimensional que aparece na
teoria da viga de Euler Bernoulli. A sobreposicao dos elementos
de viga e de barra da origem ao elemento de portico que pode
ser usado para analisar estruturas em portico plano.

A formulacao de uma equacao de quarta ordem envolve os
mesmos passos necessarios para a formulacao de uma equacao
do segunda ordem, mas os detalhes matematicos sao diferentes,
especialmente na formulacao da equacao do elemento finito.
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12.1. Elemento de Viga de Euler-
Bernoulli

A teoria de Euler-Bernoulli de vigas € baseada no pressuposto
que seccoes transversais planas permanecem planas e normais
ao eixo longitudinal apos a flexao. Este pressuposto resulta numa
extensao de corte transversal nula.

Undeformed edge

Deformed edge
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12.1.1. Equacao de Governo

Nesta teoria, a deflexao transversal w da viga € governada pela
equacao diferencial de quarta ordem
2 2
d—2 EId \;V +c,w=q(x) para O<x<lL (12.1)
dx dx

onde EI=E(x)I(x), c=c((x), g=q(x) sao funcbes dadas de xe w € a
variavel dependente. E € o modulo de elasticidade, I € o segundo
momento de area em torno do eixo y da viga, g € a carga
transversal distribuida, ¢; € o modulo de apoios elasticos (se
existirem) e w é a deflexao transversal da viga.

A convencao dos sinais usada para derivar a equacao (12.1) esta
mostrada na figura seguinte.
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12.1.1. Equacao de Governo

q(x)

Beam
Cross section

M,

Y

)y

z
Z,Wk (a)

q(x)

Forces and their
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M interrelationships
at a point in the beam
5
v am 3
Bl hpmmgy =l MBI
dx dx dx?
(b)
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== 12.1.1. Equacao de Governo
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Para além de satisfazer a equacao diferencial (12.1), w também
tem que satisfazer as condicoes de fronteira apropriadas. Uma
vez que a equacao € de quarta ordem, sao necessarias quatro
condicoes de fronteira para resolvé-la.

A forma fraca da equacao vai fornecer a forma destas quatro
condicoes de fronteira.

Seguidamente apresenta-se o procedimento passo a passo para a
analise do elemento finito.
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Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional

12.1.2. Discretizacao do Dominio

O dominio da viga reta é dividido
num conjunto de N elementos de
linha, cada um com pelo menos
dois nos nas extremidades. Apesar
do elemento ser
geometricamente igual ao
elemento da barra, o nUmero e a
forma das incognitas primarias e
secundarias em cada no sao
ditadas pela formulacao
variacional da equacao diferencial
(12.1).

q(x)
Y Y
St e i
- — L —
'w, z
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12.1.2. Discretizacao do Dominio
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Na maior parte dos problemas praticos, a discretizacao de uma
dada estrutura num elemento minimo de elementos €

5 . :

a frequentemente ditada pela geometria, carregamento e

() . o

= propriedades do material.

=)

L‘Ec: e e e— A€ e e e 4€

g 6, =4, 6, =4y 03,9 Q4 94

o

*é 1Q:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:;T)2 I (e e C) 2

g - h, . . . h, . .
2 way W= 4 0. 4 05 43
'§ Primary variables Secondary variables

§ (generalized displacements) () (generalized forces)
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¥’ 12.1.3. Derivacao das Equacoes do
usl  Elemento
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Isolando um elemento tipico Q.=(x,,X,)=(X,,X,.1) pode construir-
se a forma fraca desse elemento.

A formulacao variacional disponibiliza as variaveis primarias e
secundarias do problema. Depois, aproximacoes adequadas para
as variaveis primarias podem ser selecionadas, as funcoes de
interpolacao sao desenvolvidas e as equacoes do elemento sao
derivadas.

=
(=
o
n
C
(&)
£
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior



Covilha
Portugal

=
(=
o
n
C
(&)
=
S
(=
- )
(]
=
ks
0
o
| .
o
©
-
(=
(&)
=
(]
©
(=
>
L
(%]
o
=
(&)
®)
(=
(@]
()

&) Ay,
N S
L Giow Aot

12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Forma Fraca

A forma fraca em problemas de Mecanica dos Solidos pode ser
derivada a partir do principio do trabalho virtual ou a partir da
equacao diferencial de governo.

Vamos usar a equacao diferencial e aplicar o procedimento de
trés passos para obter a forma fraca.

Uma vez que a equacao contém uma derivada de quarta ordem,
& necessario integra-la por partes duas vezes para distribuir
igualmente as derivadas pela variavel dependente w e a funcao
de ponderacao v. Neste caso v tem que ser diferenciavel duas
vezes e satisfazer a forma homogénea das condicoes de fronteira
essenciais.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Multiplicando (12.1) por v, integrando duas vezes por partes o
primeiro termo em x, obtém-se

Xes1 d2 dZW
0= IV{W[EI dx2j+cfw—q}dx

Xe

“a dvd(_ d*w d(_ d2w)\ ™
=||—-———|ElI +c.vw—vq [dx+|v—| El
X[_ dx dx( dxzj f q} { dx( dx® HX (12.2)
Xes1 20, 42 2 2. en
= | 1 VAW o vwovg fax+| v B SW | Vg 4w
" dx” dx dx dx dx  dx

Xe

Neste caso, o primeiro termo é integrado duas vezes por partes
para dar uma segunda derivada da funcao de ponderacao v e
manter a segunda derivada da variavel dependente w.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
usl Elemento
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Devido as duas integracoes por partes, obtém-se duas expressoes
de contorno, que devem ser avaliadas nos dois pontos de
contorno xX=x,=X, € X=X,=Xg,1.

Examinando os termos de contorno pode ver-se que as condicoes
de fronteira essenciais envolvem a especificacao da deflexao w e
o declive dw/dx, e as condicoes de fronteira naturais envolvem
a especificacao do momento fletor Eld?w/dx? e a forca de corte
(d/dx)(Eld*w/dx?) nos pontos extremos do elemento.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
usl Elemento
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Assim, existem duas condicoes de fronteira essenciais e duas
naturais. Logo, é preciso identificar w e dw/dx como as variaveis
primarias em cada no (para que as condicoes de fronteira
essenciais possam ser incluidas na interpolacao).

Undeformed

- beam element

| = X

w

Beam element d
. e w
after deformation  6,=-— o
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As condicoes de fronteira naturais permanecem sempre na forma
fraca e ficam no lado direito {F¢} da equacao matricial.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

A notacao seguinte para as variaveis secundarias € introduzida
de forma consistente com a convencao de sinais (&=-dw/ dx)

oL d (o diw)|
2 =_dx[E| dx? H V)
] d*w
Q2 =| El dXZ =-M (Xe)
) - (12.3)
. | d d*w B
R =_dx(E| dx? ﬂ V)
. d 2w
Q4 =| El dX2 =-M (Xe+1)

Xe1

onde Q¢ e Q;° sao forcas de corte e Q,° e Q, sa0 momentos
fletores.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
usl Elemento
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O conjunto {Q,¢, Q,¢, Q;¢, Q,¢} € frequentemente referido como
as forcas generalizadas. Os deslocamentos e rotacoes
correspondentes sao chamados de deslocamentos generalizados.

Com a notacao de (12.3), a forma fraca (12.2) pode ser escrita

como
0= (214 sl
% dx’ dx
—V(X,)Q; ( dvj Q§—v(xe+l)Q§—(_%j Q" (12.4)

=B(v,w)—1(v)

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
usl Elemento
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Podem identificar-se as formas bi-lineares e lineares do
problema

B(v,W)= [ | El -5~

el div diw
" dx” dx

+ cfijdx
(12.5)
Qi

Xe+l

10) = [vadx-v(x,)Q! —[— %j

Xe

Qze o V(Xe+1)(2?i3 o (_ %j

A equacao (12.4) € uma definicao do principio dos
deslocamentos virtuais (onde v representa os deslocamentos
virtuais ow) para a teoria da viga de Euler-Bernoulli.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
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O funcional quadratico, conhecido como a energia potencial
total do elemento de viga isolado, € dado por

| El(d2w) 1 : :
He(W): I _( J +§CfW2_Wq dX_W(Xe)Ql _W(Xe+1)Q3

< 2 dx?
‘L (12.6)

dw e [ dw
(o) @8

O primeiro termo nos parénteses reto representa a energia de
extensao elastica devido a flexao, o segundo termo € a energia
de extensao da fundacao elastica e o terceiro termo € o trabalho
realizado pelo carregamento distribuido. Os restantes termos
tém em conta o trabalho realizado pelas forcas generalizadas Q¢
ao longo dos respetivos deslocamentos generalizados do
elemento.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
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Ao contrario, pode ir-se do funcional da energia potencial total
(12.6) para a forma fraca (12.4) usando o principio da energia
potencial minima, oI1¢=0.
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@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
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Funcoes de Interpolacao

A forma variacional (12.4) requer que as funcoes de interpolacao
de um elemento sejam continuas e com derivadas diferentes de
zero até a segunda ordem.

A aproximacao de w,¢(x) de w(x) ao longo do elemento finito
tem que ser tal que seja diferenciavel duas vezes e que satisfaca
as propriedades de interpolacao, isto €, que satisfaca as
seguintes “condicoes de fronteira” essenciais do elemento

W (%) =Wy, Wy(Xe) =Ws, 67(X) =6, 6/(X,)=6, (127)

Ao satisfazer as condicoes de fronteira essenciais (12.7), a
aproximacao satisfaz automaticamente as condicoes de
continuidade.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

As condicoes (12.7) tém que ser satisfeitas e formam a base para
a derivacao das funcoes de aproximacao do elemento de viga de
Euler-Bernoulli.

Uma vez que existe um total de quatro condicoes num elemento
(duas por no), & necessario usar um polinomio de quatro
parametros para w,€:

W(X) =~ WE(X,) =Cf +Cox+cix® +cix° (12.8)

Note-se que as condicoes de continuidade, isto €, a existéncia
de segundas derivadas de w,¢ diferentes de zero no elemento,
sao cumpridas automaticamente.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
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O passo seguinte envolve representar ¢;¢ em termos das variaveis
primarias (deslocamentos generalizados)

©
S
5 dw; dwe
O € __\af e _ h € __ a0 e _ h
£ A =w(x) A, =——" , A=w(x,) A =-——2=
:'6 1 h( e) 2 dX 3 h( e+1) 4 dX
c X=Xe X=Xe1
- )
: de forma que as condicoes (12.7) sao satisfeitas
2 A =WE(X,) =8+ CEX, +CEX2 + 5
z dw;
IE A =——" = —C5 — 2C5X, —3CiX?
3 dx
% X=Xg
2 3
g Ae3 = Wﬁ (Xe+1) = Cf + Cze Xe+1 + Cg Xe+1 + CZ Xe+1
P dw?
.*g Ae4 =- " = _C2e o 2C§ Xe+1 o BCZ Xez+1
S dx
c X=Xe11
S
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ou
Al |1 X X? x> ||c
A 0 -1 -2x  —=3x° ||ct
< e2 p— ) € 3 € < (23 & (12.9)
AB 1 Xe+1 Xe+1 Xe+1 C3
A, |0 -1 -2%,, - 3Xe2+1_ C; )

Invertendo esta equacao matricial para representar c;¢ em
termos de A%, A%, A€ e A8, e substituindo o resultado em 12.8,
obtem-se

4
Wi (X,) = AL + Aoy + A3 + N = D Ao (12.10)
i=1
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onde (com x,,,=x,+h,)

2 3
X — X X — X
F=1-3 el +2 e
¢ ( h, ) ( h, J

Rt
; (12.11)

e+1

Note-se que as funcdes de interpolacao cubica em (12.11) sao
derivadas atraves da interpolacao de w e de dw/dx nos nos.
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Estes polinomios sao conhecidos como familia Hermite de
funcoes de interpolacao e ¢¢ em (12.11) sao chamados de
funcoes de interpolacao cubica de Hermite (ou splines cubicas).

Representacoes das funcoes de interpolacao cubica de Hermite
sao mostradas na figura.
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Convem relembrar que as funcoes de interpolacao cubica de
Lagrange sao obtidas para interpolar uma funcao nos nos mas
nao as suas derivadas. Assim, um elemento cubico de Lagrange
tera quatro nos, com a variavel dependente, nao a sua derivada,
como o grau de liberdade nodal.

Uma vez que o declive da variavel dependente também tem que
ser continua nos nos para a teoria de viga de Euler-Bernoulli, a
interpolacao cubica de Lagrange de w, apesar de cumprir os
requisitos de continuidade para w, nao é admissivel na
aproximacao do elemento finito da teoria da viga de Euler-
Bernoulli.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do

Elemento

As funcoes de interpolacao ¢ podem ser expressas em termos
da coordenada local x=x-x,

(12.12)
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do

E e
E dg,

£ =

2 dX

o

= e
)

g dgs
< dx

0

o

o e
E: dg,

© _

= dx

()

= c
2 d¢4

,_E _

" dx

S

‘T

(@)

C

(@]

(@)

6 X[, X
he he he

dg _6 X
dx h, h,
(X,
he he

As primeiras derivadas de ¢¢ em termos de x sao

(12.13a)
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As segundas derivadas de ¢¢ em termos de x sao

2 e N
M__E(l_gi

dx?  h? h,
2 e N
e\ Te (12.13b)

dx?  dx? h?

2 € N2
49 __2[3X
dx h h

e

d2¢3? __d2¢1e 6 [1_

25]
he

e
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As terceiras derivadas de ¢ em termos de X sao

£ dx* h’

E d’gs __ 6

< dx’ h?

E L ° (12.13c)
= dg; 12

B dx*  h;

5 d’¢; 6

5 dx® h?

S
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Graficos de d¢¢/dx sao mostrados na figura

2.0 dof
r a9
X

1.0—_

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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As funcoes de interpolacao cubica de Hermite (12.11) e (12.12)
satisfazem as seguintes propriedades de interpolacao

¢1e (Xe) :1’ ¢ie (Xe) = 0 (I & l)
¢C§ (Xe+1) - 11 ¢ie (Xe+1) = O (I # 3)

T (_dﬁj 0 (i+2) (12.143)
dx . dx

Xe

Jdgf) _, [_df
dx ) dx
Estas condicoes podem ser escritas ng forma compacta (i,j=1,2)
#a (%) =65 #4(X)=0, > ¢, =1

i=1

d¢26i—1 =0 _%
dx ). dx )|

—0 (i#4)

Xe+l
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(12.14b)
= 5ij

Mecanica Estrutural - 2011-2021 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais Universidade da Beira Interior



@’ 12.1.3. Derivacao das Equagoes do
usl Elemento

Covilha
Portugal

onde x,=0 e x,=h, sao as coordenadas locais dos nos 1 e 2 do
elemento Q_=(x,,X,,1)-

A solucao de elementos finitos

Wr? (X) = Ael¢1e (X) + Ae2¢2e (X) + A€3¢'§ (X) + Ae4¢£3 (X)

é uma combinacao linear de quatro termos, mostrados na figura
seguinte juntamente com a propria funcao

w(x)

w(x) = AL 97 + 5505 + A505 + NG04

e_ A€
wy=4,
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Deve notar-se que a ordem das funcoes de interpolacao
derivadas acima é a minima necessaria para a formulacao
variacional de (12.4). Se uma aproximacao de ordem superior
(superior a cubica) for desejada para w, é necessario identificar
outras incognitas primarias em cada um dos dois nos ou
adicionar outros nos com os dois graus de liberdade (w,-dw/dx).

Por exemplo, se adicionarmos d?w/dx? como a incognita
primaria em cada no ou adicionarmos um terceiro né com (w,-
dw/dx), vao existir um total de seis condicoes e sera necessario
um polinomio de quinta ordem para interpolar as condicoes dos
extremos.

No entanto, a continuidade de d?w/dx? (curvatura) entre
elementos nao € necessaria pela forma fraca.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Modelo do Elemento Finito

O modelo do elemento finito da viga de Euler-Bernoulli € obtido
através da substituicao da interpolacao do elemento finito
(12.10) para w e de ¢¢ para a funcao de ponderagao v na forma
fraca (12.4).

Uma vez que existem quatro variaveis nodais A6, sao usadas
quatro opcoes diferentes para v (v=¢,¢, %%, $:¢, ¢,¢) permitindo a
obtencao de quatro equacoes algéebricas.

A equacao algébrica i para o modelo de elemento finito € (para

V=9¢)

Xei1

4 | Xen 2 56 d2g°
0=, {J‘ [EI d’gr 0°¢) +cf¢ie¢dex}u§— I¢fqu—Qf (12.15a)

dx? dx?
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ou
ZK.TAEJ £=0 ou [K*fa}={F"] (12.15b)

onde
N

K = f[ d é +Ci g J (12.16a)

by dx* dx
Fe = [gradx+Q° (12.16h)

Note-se que os coeficientes K¢ sdo simetricos: K€ = K.

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Na forma de matriz (12.5b) pode ser escrita como

K
Kz
Ka
K

Kp,
K2
Ks
Ke2

Kis
Ko
Ka
K

=
K14

e
K24

e
K34

e
K44_

(e )
le

A,
A,

€
\A4)

(¢
a;
Js

o
Q,
Q;

- 9

e
\q4 J

> (12.17)

Qs

Isto representa o modelo de elemento finito de (12.1). Para o
caso em que El e g sao constantes ao longo do elemento, a
matriz de rigidez [K¢] e o vetor de forca {F¢} ficam com a forma

seguinte
6 -3h -6 —3h 156 —22h, 54  13h,
ke 2E1,|-30, 2} 3, h? | cih|-22h 4n  -13n, -3
-6 3h 3h, | 420| 54 —13h, 156  22h
—3h, h? 3h, 2h? | 13h, -3h?  22h,  4h?
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do

Elemento

()=t~
L he y

( A

Q

Q.|

kQ4 J

(12.18)

Pode ser verificado que o vetor de forcas generalizadas em
(12.18) representa as forcas e os momentos nos nos 1 e 2
“estaticamente equivalentes” devido a carga distribuida
uniforme de intensidade g, ao longo do elemento como mostra a

figura seguinte.
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12.1.3. Derivacao das Equacoes do
Elemento

Uniformly distributed load

Statically equivalent point loads
as computed by Eq. (5.2.19)

Para qualquer funcao d(x) dada, (12.16b) permite uma forma
simples de calcular as componentes do vetor de forcas
generalizadas {g¢}

Xe+1

G = I¢iequ (12.19)

Xe
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Quando uma forca transversal pontual F,¢ € aplicada nhum ponto
X, dentro do elemento, ela e distribuida pelos nos do elemento
pela seguinte relacao

Xe+1

o = _Me Foo(X—x)dx = FSa (%), X, < X5 < Xy (12.20)
Que contém tanto forcas transversais (q,¢ € g;¢) como momentos
fletores (q,° e q.°).
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12.1.4. Montagem das Equacoes dos
Elementos

O processo de montagem para os elementos de viga € o mesmo
que o usado para os elementos de barra com a particularidade
de agora se terem dois graus de liberdade em cada um dos nos.
Convém relembrar que a montagem dos elementos é baseado
em:

a) Continuidade nas variaveis primarias (deflexao e rotacao)
entre elementos;

b) Equilibrio das variaveis secundarias (forca de corte e
momento fletor) entre elementos.

Para demonstrar o procedimento de montagem, vamos usar um
modelo de dois elementos como mostra a figura seguinte.
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Elemeng node Globa%jnode
numbers numbers
My I\

Conceitos Fundamentais: Problema Unidimensional
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12.1.4. Montagem das Equacoes dos
Elementos

Existem trés nos globais e um total de seis deslocamentos
generalizados globais e seis forcas generalizadas no problema.

A continuidade das variaveis primarias implica a seguinte relacao
entre os graus de liberdade A;? do elemento e os graus de
liberdade U; globais.

A =U,, A =U,, A, =A>=U
XU, KU, #-U (12.21)
A, =N =U,, A =U, A, =U,

Em geral, o equilibrio das forcas generalizadas num no entre dois
elementos ligados Q, e Q requer que

Q: +Q," = forca externa pontual aplicada

e, A _ : (12.22)
Q, +Q, =momento fletor externoaplicada
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12.1.4. Montagem das Equacoes dos
Elementos

Se nao existirem forcas externas aplicadas a soma deve ser zero.

Quando se fazem as somas das forcas generalizadas (forcas e
momentos) a convencao de sinais para os graus de liberdade do
elemento deve ser seguida. As forcas sao positivas quando atuam
na direcao positiva de z e os momentos sao positivos quando
seguem a regra da mao direita (quando o polegar esta alinhado
com o sentido positivo de vy, os quatro dedos mostram o sentido
positivo).

De acordo com o sistema coordenado das segunda e terceira
figuras, as forcas viradas para baixo sao positivas e 0s momentos
no sentido anti-horario sao positivos.
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Para impor o equilibrio das forcas (12.22), € necessario adicionar
a terceira e quarta equacoes (correspondentes ao segundo no)
do elemento Q, a primeira e segunda equacoes (correspondentes
ao primeiro no) do emento Q..

Consequentemente, os parametros de rigidez global K;3, K, K,3
e K,, associados ao segundo no sao a sobreposicao dos valores de
rigidez do elemento

i 2
Kas =Ky + Ky
il 2
Ka =Kz + K,
il 2
Ki =K +Ks
il 2
Ka =K+ Ky,

(12.23)
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Em geral, a matriz de rigidez montada de elementos de viga
ligados em série tem a seguinte forma

no global 1 no global 2 no global 3
(_k_\ [ : ) r—*—\

<hOKL KL K 1,4
K, K K> K>
21 22 23 24
[K]z Kél Kéz K§3+K121 K314+K122 K123 K124 L 2 (12 248.)
Ki Ko Ki+Ky Kiu+Kg Ky Kgld |
K Kk KE KL,
| Kjl Kfz Kfs Kj4_—
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12.1.4. Montagem das Equacoes dos

Elementos

Em geral, o vetor de forcas generalizadas montado de elementos
de viga ligados em série tem a seguinte forma

{F}:<

v
g
G5 + 0
g +0;

2

0,

2

s

s+ <

-

Q
Q;

1 2
Qi +Q7|

Q,+Q;
Q;

4

N

(12.24b)
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Nesta fase da analise, € necessario - S
. . ~ . ype of support conditions conditions
impor as condicoes de fronteira S —

particulares do problema em estudo. O
tipo das condicoes de fronteira
essenciais (também conhecidas por
geometricas) para um problema de viga
em particular depende da natureza do /
apoio geometrico.

A tabela seguinte mostra uma lista de &
suportes geomeétricos de vigas
comummente utilizados.

Moment is specified

Transverse force and moment
are specified

Horizontal force and bending
moment are specified

0 None specified

Elastically restrained EI(d?w/dx?) + po = My, My specified

i
k
El(d*w/dx?) + kw = Qp, Qo specified
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As condicoes de fronteira naturais (também conhecidas por
forcas) envolvem a especificacao das forcas generalizadas
quando as variaveis primarias correspondentes nao estao
constrangidas.

E necessario ter em conta que apenas um elemento de cada um
dos seguintes pares tem que ser especificado em todos os nos da
malha do elemento

d|_, d°w dw _ d’w
[W’ dx{EI dx? D (&'EI dxz] (12.25)

Num no interior, impoe-se a continuidade dos deslocamentos e o
equilibrio das forcas generalizadas de (12.21) e (12.22).
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12.1.5. Imposicao das Condicoes de
Fronteira

Existem duas formas alternativas para a inclusao do efeito de
uma mola elastica linear (de extensao ou de torcao)

1) Incluir a mola através da condicao de fronteira para o grau
de liberdade apropriado;

2) Incluir a mola como outro elemento finito, cujas equacoes
de elemento sao dadas por

S FE S

No primeiro caso, depois da montagem das equacoes do
elemento, a variavel secundaria na direcao da acao da mola €
substituida pelo negativo da constante da mola multiplicada pela
variavel primaria correspondente.
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Se Q" e Q? representam as variaveis secundarias associadas com
os graus de liberdade transversal e rotacional no no, entao, tem-
se, respetivamente

Q'+kw=0 ou Q'=-kw paramola verticalcom constantek
Q’+u6=0 ou QY=-ud paramola torsional comconstante

Notar que Q" € uma forca de corte e que QY € um momento
fletor.

No segundo caso, o elemento de mola pode ser montado
juntamente com os elementos de viga tendo em atencao que o
deslocamento axial da mola € o mesmo que o delocamento
transversal da viga.
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12.1.5. Imposicao das Condicoes de
Fronteira

Por exemplo, considere-se o caso de uma viga encastrada no
lado esquerdo e suportada por uma mola na ponta direita, como
mostra a figura.
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12.1.5. Imposicao das Condicoes de

Fronteira

Usando um modelo de um elemento da viga, obtém-se , com

c,=0 em (12.18),

6
2E| | —3L
| -6

-3L

—3L
21
3L

L2

-6 -3L]
3L L
6 3L

3L 21°

C C C C

\

3N

1

2

3

4)

r6\ rQl\
:&<_L>+<Q2$
126 |Q
(L) Q)

As condicoes de fronteira obvias sao U,=U,=Q,=0. O efeito da
mola € exercer uma forca kU; para cima na viga. Assim, Q;=-kU;.

Desta forma tem-se

6
2€1)| 3L
L° | -6

-3L

~3L
212
3L
L2

-6
3L
6
3L

-3L](

L2
3L
212

> =

k.

12

L4

e 3
Q

Q,

-
— kU,

0

J
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A forma condensada das equacoes para os deslocamentos

= desconhecidos U; (deflexao) e U, (rotacao)

g 12|35|+k 6EI

2 L L Us| qL |6

F 6EI  12El [lu,[ 12 |L

2 -t

5 cuja solucdo é

£ 3
‘vg T £ El +k2:
f U, =w(L) = U, =6(L)=-D

2 8EI kL® 6EI kL®
S 1+ El +—
5 3EI 3
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Note-se que quando k=0, obtém-se a deflexao e rotacao

gL’ gL’
U,=w(L)=2" U, =g(L)=—
s =wW(L) SE| ,=0(L) aE|

na ponta livre da viga encastrada com uma carga uniformemente
distribuida de intensidade q,.

Quando k tende para infinito, obtém-se

U,=0, U,=0(L)=-
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em x=L (onde tem apoio simples).
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