Exemplo T.01:
E necessario dimensionar a flexdo uma viga que resista ao carregamento aplicado com a massa
minima possivel.
A geometria e a definicdo dos parametros da viga estdo mostrados na figura T.01. A viga tem uma
largura c constante, uma altura h constante e um comprimento I.
A estrutura da viga é constituida por uma seccdo aberta de paredes finas. As paredes tém uma
espessura t. A area da seccdo do tensor de reforco € A. A raiz da viga encontra-se encastrada
enquanto a sua ponta esta livre. S&o usados dois materiais diferentes no fabrico da viga, o material
C nas paredes e o material L no tensor, sendo ambos 0s materiais isotropicos e estando as suas
propriedades indicadas na tabela T.01.
O carregamento sobre a viga consiste em duas forgas aplicadas no centro de corte, uma vertical Sy e
outra horizontal Sy.
Pretende-se o seguinte:
a) Usando o método da idealizacdo estrutural, descrever o modelo matematico para a resolucéo
do problema.
b) Implementar em folha de célculo um modelo para calcular as tensbes diretas aplicadas na
viga (pontos 1, 2 e 3 na raiz da viga).
c) Implementar em folha de célculo um modelo para minimizar a massa da viga sabendo que
¢ =25 mm, h =50 mm, | =500 mm, Sx = 180 N, e Sy = 600 N, usando como variaveiste A, e
sabendo que t>0,4 mm, A>2 mm? e a margem de seguranca tem que ser maior ou igual a
0,1 (MS>0,1).
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Figura T.01 Geometria da viga e parametros.



Tabela T.01 Propriedades dos materiais.

Material L Médulo elastico longitudinal EL GPa 150
Tensdo de cendéncia a tragao OtL MPa 1500
Tensdo de cedéncia a compressao ool MPa 1200
Massa volumica ol kg/m?3 1600
Material C Médulo elastico longitudinal Ec GPa 70
Tensdo de cendéncia a tragdo Otc MPa 300
Tensdo de cedéncia a compressdo occ MPa 240
Massa volumica 0c kg/m?3 2700

a) Usando o método da idealizacdo estrutural, descrever o modelo matematico para a resolucdo do
problema

Existem varios passos para resolver este problema. Vamos descrever cada um pela ordem
necessaria para definir a analise.

i. Célculo dos momentos fletores na raiz da viga
Os momentos fletores numa posicéo z arbitraria ao longo do comprimento da viga sao

M, (z)=-S,(I-2)

M, (2)=-5,(-2) (T.0)

onde My é o momento fletor em torno do eixo x e My é o momento fletor em torno do eixo y. No
encastramento z = 0, logo os momentos fletores na raiz da viga ficam

M, =S, o
M, =-S5,

ii. Assuncéo de valores iniciais para a espessura das paredes e a area do tensor

Assumem-se valores arbitrarios para a espessura t das paredes a para a area da seccdo
transversal A do tensor na seguinte forma

t = tinicial (T.03)

A= Anicial
iii. Assuncdo de valores iniciais para as tensdes diretas

Como o calculo das areas dos “booms” depende das tensdes diretas nos proprios “booms” €
necessario assumir uma solucéo inicial para as mesmas



Ozr =0z rinicial T =13 (T.04)

iiiv. Calculo da area dos “booms”

A area dos “booms” ndo pode ser calculada diretamente quando a sec¢do possui materiais
com modulos elésticos longitudinais diferentes. Neste caso tem que se calcular a rigidez axial do
“boom” EB que €é dada por

EB —E A +SE D[, T |
=EA+DY s |2t r=13 (T.05)
i=1

GZ,I’

onde Er é o mddulo elastico longitudinal do tensor do “boom” r, A, € a area transversal do tensor do
“boom” r, Ei € 0 modulo elastico longitudinal da parede i, tp;i é a espessura da parede i, bi é 0
comprimento da parede i, o, é a tensdo direta na extremidade oposta a r da parede i € oz é a tenséo
direta no “boom” r. Assim, para cada um dos “booms” tem-se

EB, = E, A+E, %Lm G”]

Gz,l
(o2 (o2
EB, = ECm 242 +Ect—C 2423 (T.06)
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v. Célculo da posicdo do centroide da sec¢do

Considerando a origem dos eixos x’y’ no “boom” 1, a posi¢do do centrdide, para uma sec¢do
totalmente idealizada e com materiais diferentes, é

n

> EB.X|

o _ r=l
X=1" -
ZEBr
r=1
0 (T.07)
> EByy
o r=l
y_rn—

vi. Calculo da posigdo dos “booms” nos eixos centroidais Xy

A posi¢do dos “booms” nos eixos centroidais Xy é dada por

3



X, =X, —X r=13

T.08
yr:yll‘_y r=13 ( )

vii. Calculo dos segundos momentos de area e do produto de area
Os segundos momentos de area ¢ o produto momento de area dos “booms” também nao
podem ser calculados diretamente quando a seccdo possui materiais com modulos elasticos

longitudinais diferentes. Neste caso tem que se calcular os valores da rigidez a flexdo da seccao El
que sdo dados por

n
El,, = z EBryr2
=1
n
El,, =Y EBX; (T.09)
=1

n
EIxy :ZEBrXxyr
=1

viii. Célculo das tensoes diretas nos “booms”

A tensdes diretas nos “booms” tém que ter em conta os diferentes modulos elasticos do
material. Assim, a equacéo das tensdes diretas fica

M El,, —M EI M. El, —M EI
o =Ef|| D e | 22—y | =13 (T.20)

El,El,, —El} El,El,, —El}

iX. Convergéncia das tensfes diretas

Depois de se obterem as tensdes diretas pela equacdo (T.10) é preciso comparar estes
resultados com aqueles assumidos pela equacéo (T.04). Ambas as equacdes tém que dar 0s mesmos
resultados, pelo que é preciso assumir novos valores de oz r,inital até eles serem iguais. Uma forma de
o fazer € usar a seguinte expresséo

O-zn,(;\,/icr)]icial = o-z,r,inicial + j’(o-z,r - O-z,r,inicial ) r= 1’3 (T-ll)

onde (Gz,r —azvr,inicia,) é a diferenca entre o valor da equacdo (T.10) e o da equacéo (T.04),

novo

O,rinicial € O valor a substituir na equagéo (T.04) na iteragdo seguinte e A € um coeficiente de

amortecimento que toma um valor adequado menor do que um.
Este procedimento deve ser repetido até se cumprir o critério de convergénia



_%u _qce r=13 (T.12)

O_z,r,inicial

onde e é o critério de convergéncia que deve ser um valor pequeno.

X. Célculo das margens de seguranca

Para se saber se a estrutrua resiste ao carregamento aplicado é necessario calcular as
margens de seguranca. Como s estamos a considerar o efeito dos momentos fletores na estrutura
idealizada, interessa-nos saber as margens de seguranca das tensdes diretas axiais em cada um dos
“booms”. Assim

MS, =%—1 seo,, <0
O-Z,r
MS, =0 seo,, =0 r=13 (T.13)

(o ial
MS, =" 1 seo,, >0

(o}

zZ,r

xi. Célculo da massa da viga

A massa da viga é dada pelo volume de cada material multiplicado pela sua massa volimica
na seguinte forma

m=p Al + pc(h+ckl (T.14)
xii. Minimizag&o da massa da viga

O objetivo deste problema é obter a viga mais leve possivel e que resista ao mesmo tempo
ao carregamento aplicado sem ultrapassar as tensdes de cedéncia dos materiais. Para isso €
necessario formular um problema de otimizagdo que contém uma fungéo objetivo f, um conjunto de
restricdes de desigualdade g e um conjunto de variaveis v.

Assim, o vetor das varidveis de otimizacao é

v={t, A}
tmin <t< tmax (T.15)
Amin <A< Amax

onde os limites de t e A sdo escolhidos para o caso particular em estudo. Neste caso pode usar-se
apenas t >t ;, € A>0. A funcdo objetivo é a equagéo (T.14)

f =m(t,A)



As funcOes de constrangimento que vamos usar sdo as seguintes

MS,(t, A)> MS .
g= MSZ (t’ A)Z MSmin (T'16)
MS,(t, A)> MS,,

Entdo o problema de otimizacéo €

min f(v)

comv = {t, A} (T.17)
MSy(v) > MS;,

sujeito a g(v)={MS,(v)>MS,,
MS;(v)> MS

em que o que se pretende € descobrir o vetor v (o0 par t, A) que minimiza f(v) cumprindo as
inequagdes g(v). Os valores de margem de seguranga minima MSnin € espessura minima tmin tém
que ser pelo menos igual a zero. Na pratica, pretende-se alterar de forma automatica a
equacao (T.03) para minimizar a equacao (T.14), cumprindo a equacao (T.15) e a equacéo (T.16).
Para resolver este problema de otimizacdo podem usar-se variados métodos de otimizacao.

b) Implementar em folha de célculo um modelo para calcular as tensGes diretas aplicadas na viga
(pontos 1, 2 e 3 na raiz da viga).

Esta questdo vai ser apresentada em aula. O modelo a usar esta apresentado na alinea a)
fazendo a iterag@o desde o ponto iii ao ix.

A iteracdo pode ser feita através do calculo iterativo do Excel ativando o célculo iterativo:
File>Options>Formulas>Enable iterative calculation.

c) Implementar em folha de calculo um modelo para minimizar a massa da viga sabendo que
b=25mm, h=50mm, | =500 mm, Sy =600 N, e Sy =180 N, usando como variaveis t e A.

Esta questdo vai ser apresentada em aula. O modelo implementado na alinea b) ¢ alargado
para conter a otimizagdo desde o ponto ii ao xii.

O Excel possui uma ferramenta de otimizagdo que usa o método de otimizacao de gradientes
néo linear com restricbes GRG: Data>Solver.



