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o Estruturas de parede fina:

- Esforcos de flexao
- Esforcos de corte e torcao em vigas de seccao aberta e fechada

- Idealizacao estrutural
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1. Introducao

Um aviao €, basicamente, um conjunto de elementos estruturais
em casca reforcada, desde células fechadas simples de seccoes
de fuselagem até asas e empenagens multicelulares, sujeitas a
flexao, corte, torcao e forcas axiais.

Outros elementos da estrutura mais pequenos consistem em
tensores de parede fina - seccoes em T, Z, | e “chapéu” - que
sao usadas para reforcar os revestimentos dos componentes
celulares e suportar esforcos internos vindos do chao, suportes
do motor, etc..

Estes membros estruturais sao conhecidos como vigas de seccdo
aberta enquanto que os componentes celulares sao vigas de
seccdo fechada; obviamente ambos os tipos de viga estao
sujeitos a esforcos axiais, fletores, torsores e de corte.
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Neste capitulo vao ser investigadas as tensoes e as deflexoes que
surgem nas vigas de parede fina, com seccao aberta ou seccao
fechada e com uma so célula, resultantes de esforcos de flexao,
corte e torcao.

Também vai ser analisada a idealizacao destas seccoes quando
elas sao reforcadas com tensores.
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2. Flexao de vigas de parede fina

Vai mostrar-se que o valor da tensao direta num ponto da seccao
transversal de uma viga sujeita a flexao depende da posicao do
ponto, do esforco aplicado e das propriedades geométricas da
seccao.

Daqui resulta que o facto de a seccao ser aberta ou fechada nao
tem qualquer influéncia.

Desta forma deriva-se a teoria para uma viga com uma secc¢ao
transversal arbitraria e seguidamente explora-se a sua aplicacao
em vigas de paredes finas com seccao aberta e fechada sujeitas
a momentos fletores.

A condicao basica da teoria é que seccoes transversais planas na
viga permanecem planas apos o deslocamento provocado pelo
esforco aplicado.
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Além disto, para simplificar, assume-se que o material da viga €
homogéneo e linearmente elastico.

No entanto, antes da derivacao da expressao de distribuicao das
tensoes diretas numa viga sujeita a flexao € necessario
estabelecer uma convencao de sinais para os momentos, forcas,
e deslocamentos, investigar o efeito da escolha da seccao nas
direcoes positivas destes parametros e determinar as
componentes do momento fletor aplicado em qualquer plano
longitudinal.
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2.1. Notacao e convencao de sinais

As forcas, os momentos e os deslocamentos referem-se a um
sistema de eixos arbitrario Oxyz dos quais Oz é paralelo ao eixo
longitudinal da viga e Oxy sao os eixos no plano da seccao
transversal.

Os simbolos M, S, P, T e w atribuem-se ao momento fletor, forca
de corte, forca axial ou direta, momento de torcao e esforco
distribuido, respetivamente, com indice quando necessario para
indicar o sentido ou a direcao.

Assim M, € o momento fletor em torno do eixo x, S, € uma forca
de corte na direcao do x e por ai adiante.

A figura 3.01 mostra as direcoes e os sentidos positivos para as
forcas e momentos aplicados externamente a uma viga.
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Também mostra as direcoes positivas das componentes do
deslocamento u, v e w de qualquer ponto na seccao transversal
da viga paralela aos eixos x, vy e z, respetivamente.

Uma outra condicao que define os sinais dos momentos fletores
M, e M, é que eles sao positivos quando induzem tracao no
quadrante positivo de xy da seccao transversal da viga.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Figura 3.01 Notacéo e convencéo
de sinais das forgas, momentos e
deslocamentos.
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Se relacionarmos forcas e momentos internos com a face da
seccao que € vista na direcao zO entao, como mostra a figura
3.02, as forcas e momentos internos tém a mesma direcao e
sentido dos esforcos externos ao passo que na face oposta eles
formam um sistema inverso.

O primeiro sistema, como se vera, tem a vantagem de os
esforcos diretos e de corte serem sempre positivos na direcao
positiva dos respetivos eixos sendo eles internos ou nao.

E preciso realcar que as resultantes das tensoes internas sao
equivalentes as forcas e momentos aplicados externamente e
nao estao em equilibrio com eles.
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Sistema de cargas externo

Sistema de cargas interno

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Figura 3.02 Sistema de cargas interno.
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Um momento fletor M aplicado em qualquer plano longitudinal
paralelo ao eixo do z pode ser resolvido em componentes M, e
M, através das regras normais de vetores.

Uma apreciacao visual do problema pode ajudar.

Com referéncia a figura 3.03 vé-se que o momento fletor M num
plano que forma um angulo & com Ox pode ter componentes de
sinais diferentes dependendo do valor de 6.
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Figura 3.03 Resolucdo de

momentos fletores.
(a) 8 < 90° (b) 8 > 90°
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Em ambos os casos, para o sentido de M representado
M,=Msind
M, =M cosé

que dao, para ¢<z/2, M, e M, positivo (figura 3.03(a)) e para
&>n/2, M, positivo e M, negativo (figura 3.03(b)).
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2.3. Distribuicao de tensoes diretas
devido a flexao

Considere-se uma viga com a seccao transversal da figura
3.04(a).

A viga esta sujeita a momentos fletores M, e M, e flete em torno
de um eixo na sua seccao que €, por isso, um €ixo com tensoes
nulas ou eixo neutro (E.N.).

Suponha-se que a origem do eixo coincide com o centroide C da
seccao transversal e que o eixo neutro esta a uma distancia p de
C.

A tensao direta o, num elemento de area 5A num ponto (x,y) e
uma distancia & (ksi ou xi) do eixo neutro é

o, =Es, (3.01)
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(a) (b)

Figura 3.04 Determinacéo da
posicdo do eixo neutro e das tensdes
diretas devido a flex&o.
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Se a viga é fletida com um raio de curvatura p em torno do eixo
neutro, nesta seccao em particular, entao, uma vez que seccoes
planas permanecem planas depois de fletirem, e comparando
com a teoria de flexao simétrica tem-se

9 S

= gZ = — .

E 5 (3.02)

“g Substituindo para ¢, na equacdo 4.01 obtem-se

ZE o, = 3 (3.03a)
Yo,

A viga suporta momentos fletores puros de forma que o esforco
axial resultante em qualquer seccao tem que ser nulo.
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Assim
J c,dA=0
A

Desta forma, substituindo o, nesta equacao pela equacdo 3.03 e
cancelando a constante E/p tem-se

fnmc

isto €, o primeiro momento de area da seccao transversal da
viga em torno do eixo neutro é zero.

Daqui segue que o eixo neutro passa pelo centroide da seccao
como representado na figura 3.04(b).
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Suponha-se que a inclinacao do eixo neutro em relacao a Cx € «
(medido no sentido dos ponteiros do relogio a partir de Cx),
entao

&=XSINa+ yCcosa (3.03b)
g e da equacgdo 3.03a
: E o
2 o, =—(xsina+ycosa) (3.04)
T P
<

Os momentos resultantes da distribuicao das tensoes diretas
internas tém o mesmo sentido que os momentos aplicados M, e

M,-
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Assim

M, = o,ydA
(3.05)
M, = [ o,xdA

Substituindo para o, da equacao 3.04 na equacdo 3.05 e
definindo os segundos momentos de area da seccao em torno dos

eixos Cx e Cy como

_[ v2
| =]y dA
Ly :.szdA (3.06)
ly =.AxydA
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obtém-se
szm.xy+aﬂ.xx
P P
My _ Esina |yy+ Ecosa Ixy
P P

ou em forma de matriz
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Invertendo tem-se

E |sina . Ixy Ixx |\/Ix
plcosal |1, | M

yy Xy y
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ou seja
E[sina| 1 -1y, e [[M,
plcosa) L0, —1g| 1, —1,|IM,
5 Assim, a equacao (3.04) fica
s o <[ Mt =Ml | (ML, =M1 )
& Lo dyy — 1y Lo by — 15
<
Alternativamente
_MX(IWy_IXyX) My(lxxx_lxyy)
S T WIE
XX Yy Xy XX ' yy Xy

(3.07)

(3.08)

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva
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Da equagdo 3.08 pode observar-se que se M,=0 o momento M,
produz uma tensao que varia com x e y, 0 mesmo acontece para

M, se M,=0.

No caso em que a seccao transversal da viga tem Cx ou Cy (ou
ambos) como um eixo de simetria, o produto do momento de

area I, e zero e Cxy sao eixos principais.
A equacdo 3.08 entao reduz-se a

M X M y
o, =YX (3.09)
XX yy
Se um dos momentos M, ou M, for nulo tem-se
M X M y
o, =%y ou o, =X (3.10)
XX yy
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As equacoes 3.09 e 3.10 correspondem a flexao de vigas que
possuem pelo menos uma seccao simetrica.

Pode notar-se também que, na equacdo 3.10, o,=0 quando, na
primeira equacao, y=0 e na segunda x=0.

Desta forma, na teoria de flexao simétrica o eixo do x € o eixo
neutro quando M,=0 e o eixo do y € o eixo neutro quando M,=0.
Pode ver-se que a posicao do eixo neutro depende da forma do
esforco aplicado assim como das propriedades geométricas da
seccao transversal.

Qualquer seccao assimétrica possui um conjunto de eixos com
origem no centroide para o qual o produto do momento de area,

Iy, € zero.
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Estes eixos sao entao eixos principais e a distribuicao das
tensoes diretas referentes a estes eixos tomam a forma
simplificada das equacées 3.09 ou 3.10.

E, pois, aparentemente visivel que a quantidade de computacéo
pode ser reduzida se estes eixos forem usados.

Nao € o caso a menos que os eixos principais sejam facilmente
identificaveis uma vez que o calculo da posicao dos eixos
principais, das propriedades da seccao relativamente a estes
eixos e das coordenadas dos pontos onde as tensoes vao ser
determinadas envolve mais tempo que o uso direto das equacoes
3.07 ou 3.08 para um conjunto de eixos centroidais arbitrario,
mas conveniente.

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior



usl 2.4. Posicao do eixo neutro

Covilha
Portugal

O eixo neutro passa sempre pelo centroide da area da seccao
transversal da viga mas a sua inclinacao « (ver figura 3.04(b))
em relacao ao eixo do x depende do tipo da carga aplicada e das
propriedades geomeétricas da seccao.

Em qualquer ponto do eixo neutro as tensoes diretas sao nulas.
Assim, da equacdo 3.07,

M I, —M,I M. I —M,I
O:[ - XyJXEN"'( Iyly yXnyEN

2
L W12

—1?
xx'yy o Uxy
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onde Xxg € Ygy Sa0 as coordenadas de qualquer ponto no eixo
neutro.
Daqui

Yen _ MVIXX_MXIXV

Xew M, —M I

y

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



Q %
& &
& Lasone »nu"'

Covilha
Portugal

ou, da figura 3.04(b) e tendo em conta que quando « € positivo
Xy € Vey tém sinal oposto,

M, L, =M.,

(3.11)

faha =
XIyy_Mnyy
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em que ponto ela atua.

Exemplo 3.01: Uma viga com a seccao transversal da figura 3.05
esta sujeita a um momento fletor de 1500 Nm num plano
vertical. Calcular a tensao direta maxima devido a flexao e dizer

exemplo 3.01.

S 40mm | 80 mm _
o] - - —-
"é l A Y4
v 8 mm !
() L — v
o x| Y
2 o L .
= 80 mm
A
Figura 3.05 Seccdo transversal da viga do 8 mm _E, f_

Pedro V. Gamboa
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2.5. Relacoes entre carga distribuida,

e forca de corte e momento fletor

Portugal

Considere-se um elemento de comprimento 6z, de uma viga com
uma seccao transversal assimétrica, sujeita a forcas de corte,
momentos fletores e uma carga distribuida com intensidade
variavel, todos no plano yz como mostra a figura 3.06.

©
5 z
: S, + %%
P " AR
g A 4 Jr A & 1\ 4
:TE
Z ( 3
i > Z
AN 7 M,
X A B Mx + a 82
L Sz - z
Sy "

Figura 3.06 Equilibrio de um elemento de uma viga com um sistema de forcas no plano yz.
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As forcas e os momentos sao positivos de acordo com a
convencao de sinais adotada.

Pode assumir-se que a intensidade da carga distribuida &
constante em todo o comprimento do elemento.

Assim, para o elemento estar em equilibrio na direcao do y

s,
E Sy+E5Z +Wy5Z—Sy=0
2 de onde se tira que
<<
W By
g 0z

Tirando momentos em torno de A tem-se

M+6Mx6 5+aSy5 5 (82)° M, =0
x T g, %7 y Tz %7)F "Wy x
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ou, quando termos de segunda ordem sao desprezados,

s, - M,
oz
Pode combinar-se estes resultados numa so expressao
S, o*M
—W, =—*=——* 3.12
y az 822 ( )
Da mesma forma no plano xz
O°M
T L (3.13)
0z 0z

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS
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Uma viga flete em torno do seu eixo neutro cuja inclinacao
relativamente a um eixo centroidal arbitrario € determinado

pela equacdo 3.11.

Suponha-se que numa dada seccao de uma viga assimétrica a
deflexao normal ao eixo neutro (e por isso uma deflexao
absoluta) € ¢ (dzeta) como mostra a figura 3.07.

R (centro de curvatura)
.
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Figura 3.07 Determinagéo da
deflexdo de uma viga devido a
flex&o.

\
Com carga-———"*,
~
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Por outras palavras, o centroide C é deslocado da sua posicao
inicial C, uma distancia { até a sua posicao final C;.
Suponha-se também que o centro de curvatura R da viga nesta
seccao particular esta no lado oposto a direcao do deslocamento
£ e que o raio de curvatura é p.
Para esta posicao do centro de curvatura e para a expressao
aproximada da curvatura tem-se

1 d*¢

;: dZZ (314)

As componentes u e v de £ sao nas direcoes negativas dos eixos x
e v, respetivamente, de modo que

u=-¢sina ; v=-{CoSa (3.15)
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Derivando as equacédes 3.15 duas vezes em ordem a z e
substituindo para ¢ da equacdo 3. 14 obtém-se

sina:_dzu ; cosa _ d?v (3.16)

p  dz? p  dz?
Quando se derivou a equacdo 3.07 viu-se que

1]sina| 1 -1y e [[M,
;{COSQ}_E(IXXIW—I%){lw —IXyHMy} (3.17)

Substituindo sen(«a)/p e cos(a)/ p das equacdes 3.16 na equacdo
3.17 e escrevendo u’’=d%u/dz? e v’’=d?v/dz? tem-se

u’ -1 1, 1 (M,
{v”}:E(IXXIW—lfy)LW —IXyHMy} (3.18)
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E conveniente rearranjar as equacées 3. 18 da seguinte forma
{MX} E|:|Xy IXX:|{UH}
= " 3.19
M, L, 1y |lv (3.19)

M =—E|ny”—E|xxV” , I\/I),:_Elyyu”_ElxyV” (320)

isto é

A primeira das equacées 3.18 mostra que M, produz curvaturas,
isto € deflexdes, tanto no plano xz como no yz ainda que M,=0; o
mesmo acontece para M, quando M,=0.

Assim, por exemplo, uma viga assimétrica deflete tanto
verticalmente como horizontalmente mesmo que a carga atue
somente no plano vertical.
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Da mesma forma, componentes da deflexao, vertical e
horizontal, numa viga assimétrica podem resultar de cargas
horizontais.

Para uma viga em que Cx ou Cy (ou ambos) sao um eixo de
simetria, /,,=0 e as equacées 3.18 reduzem-se a

» Txy
M M

"_ _ y . "_ X
He El, v El (3.21)

que sao as equacoes da teoria de flexao simétrica.
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Exemplo 3.02: Determinar as componentes vertical e horizontal
da deflexao na ponta da viga encastrada da figura 3.08. Os
segundos momentos de area da sua seccao assimetrica sao ,,, I,

e ly,.
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Figura 3.08 Determinacéo da
deflexdo de uma viga encastrada.
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2.7. Aproximacao para seccoes de
parede fina

Pode explorar-se a natureza das paredes finas nas estruturas de
avioes para fazer simplificacoes na determinacao das tensoes e
deflexoes produzidas pela flexao.

A espessura t de uma seccao de parede fina assume-se pequena
em relacao as dimensoes da seccao transversal de forma que as
tensoes podem considerar-se constantes em toda a espessura.

Também se desprezam as poténcias de t iguais ou superiores a
dois quando se calculam as propriedades da seccao e toma-se a
seccao como sendo a linha média das suas paredes.

Como exemplo considere-se a seccao de figura 3.09(a).
A seccdo € simétrica em relacao ao eixo do x, por isso /,,=0.
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o - Figura 3.09 (a) Seccéo de paredes finas
. ! real; (b) Representacdo aproximada da
h seccao.
;‘ C - X x C > X
h h
LI | S— . |
e | N

(a) {b)
O segundo momento de area I,, € dado por

[bt bth] t[2(h—t/2)f
12 12

Analise de Estruturas

Expandindo obtém-se

3 2 3
P T 23 h? _gnzt 3ht——t—
kP 12 2 8
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o que reduz, desprezando as poténcias de tZ e superiores, a
t(2h)’
|, = 2bth? +u
12

O segundo momento de area da seccao em relacao a Cy € obtido
da mesma maneira.
Pode ver-se, assim, que para os calculos das propriedades da
seccao pode considerar-se a seccao representada por uma linha
Unica, como mostra a figura 3.09(b).
As seccoes de paredes finas tém frequentemente paredes
inclinadas ou curvas que complicam os calculos das propriedades
da seccao.
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Considere a seccao da figura 3.10.
O segundo momento de area em torno do eixo horizontal que
passa no centroide é dado por

|, = j y2dA = Zjoa/ztyzds =2 joa/zt(ssin B) ds

4y

2
t \(/ iaﬁ ;b'w . x
g
7

)/C
a
Figura 3.10 Segundos momentos de area
de uma seccéo inclinada.

05

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior




Q %
& &
& Lasone ot

Covilha
Portugal

de onde se tira
_atsin? B

IXX
12

Do mesmo modo

_a’tcos’ B
Y 12

O produto momento de area é

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

L, = _[ xydA= 2 _[Oa/ztxyds = Zfoa/zt(s sin 8 )(s cos B)ds

0 que resulta em

_a’tcos2p

I
Y 24
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E de salientar que estas expressdes sdo aproximadas uma vez
que na sua derivacao se desprezam as poténcias de t? e
superiores, ignorando os segundos momentos de area do
elemento & em torno de eixos que passam pelo seu proprio
centroide.

As propriedades de seccoes de paredes finas curvas sao
determinadas de uma forma idéntica.

Considere-se a seccao semi-circular da figura 3.11.
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Figura 3.11 Segundo momento de area
de uma secc¢édo semicircular.
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Assim, I, para a seccao semi-circular da figura 3.11 é

., =j ysz:jomtyzds

Exprimindo y e s em funcao de uma unica variavel @ simplifica a

g integracao, obtendo-se
< l, __[0 t(rcosé)’rdé
2 : ,
s Daqui obtem-se
<
ar’t
LAY

sabendo que

1+cos26
cosH:W/T
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Exemplo 3.03: Determinar a distribuicao da tensao direta na
seccao em Z de paredes finas da figura 3.12 produzida por um
momento fletor positivo M,.

Figura 3.12 Seccéo da viga do exemplo 3.03.
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2.8. Aplicacao da teoria de flexao

As expressoes da tensao direta e deslocamento derivadas acima
sao baseadas na condicao de que a viga tem uma seccao
uniforme e homogénea e que seccoes transversais planas
permanecem planas depois da flexao.

Esta ultima condicao so € verdadeira se os momentos fletores M,
e M, forem constantes ao longo da viga.

Uma variacao do momento fletor implica a presenca de esforcos
[{P2]

de corte e o efeito destes € deformar a seccao da viga num “s
invertido.

No entanto as tensoes de corte em vigas cujas dimensoes da
seccao transversal sao pequenas em relacao aos seus
comprimentos sao comparativamente pequenas de forma que a
teoria de flexao pode ser usada com precisao razoavel.
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Em seccoes de paredes finas as tensoes de corte produzidas por
cargas de corte nao sao pequenas e tém que ser calculadas ainda
que as tensoes diretas sejam obtidas pela teoria basica de flexao
desde que restricoes axiais das tensoes nao estejam presentes.

As deflexoes em estruturas de paredes finas sao tidas como
resultantes, em primeiro lugar, das deformacoes de flexao; a
contribuicao das deformacoes de corte pode ser calculada
separadamente caso seja necessario.
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3. Relacoes para tensao,
deformacao e flexao
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Nesta seccao vamos determinar as equacoes de equilibrio e
expressoes para as deformacoes que sao necessarias para
analisar vigas de seccao aberta que suportam cargas de corte e
vigas de seccao fechada que suportam cargas de corte e de
torcao.

A analise de vigas de seccao aberta sujeitas a torcao requer uma
analise diferente e por isso é apresentada mais tarde.
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As relacoes sao obtidas a partir de principios basicos.

Geralmente na analise assume-se que os efeitos de restricoes
axiais sao desprezaveis, que as tensoes de corte normais a
superficie da viga podem desprezar-se uma vez que elas sao
nulas em cada superficie e que a parede é fina, que as tensoes
diretas e de corte sao constantes na espessura e, finalmente,
que a viga possui uma seccao uniforme em que a espessura pode
variar em torno da seccao mas é constante ao longo do
comprimento da viga.

Também se ignoram as poténcias da espessura t iguais ou
superiores a dois aquando do calculo das constantes da seccao.

O parametro s € a distancia medida em torno da seccao
transversal a partir de uma origem conveniente.
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Um elemento 856zt da parede da viga € mantido em equilibrio
por um sistema de tensoes diretas e de corte como mostrado na

figura 3.13(a).
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(a) (b}

Figura 3.13 (a) Sistema geral de tensdes num elemento de uma viga aberta ou fechada; (b) Sistema da
tensdo direta e do fluxo de corte no elemento.
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A tensao direta o, € produzida por momentos fletores ou pelo
momento das cargas de corte enquanto que as tensoes de corte
sao resultantes do corte e/ou torcao de vigas fechadas ou corte

em vigas abertas.

A tensao de “hoop” o, € usualmente zero mas pode ser causada,
em vigas fechadas, por pressao interna.

Apesar de ter sido especificado que t pode variar com s, a
variacao é pequena na maior parte das estruturas de paredes
finas e, por isso, pode assumir-se que t € constante no elemento

0S.
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Tambem se tem 7,.=7,=7.

No entanto, € conveniente trabalhar com o fluxo de corte g, isto
é, forca de corte por unidade de comprimento, em vez da

tensao de corte.
Assim, na figura 3.13(b)

q=1 (3.22)

e é tido como positivo na direcao positiva de s.

Para equilibrio do elemento na direcao de z e desprezando as
forcas inerciais tem-se
q

(az + 99 5zjt5s. — ot +(q +—5s)52 —qz =0
0z oS
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Esta expressao reduz a

oq ,o0o
+t1—2=0
5 (3.23)
Da mesma forma, na direcao s, tem-se
oq 0o
+1—==0
0z oS (3.24)

As tensoes diretas o, e o, produzem deformacoes ¢, e &
enquanto que a tensao de corte rinduz uma deformacao de
corte 7/(= Vzs = 752)

Agora vamos exprimir estas deformacoes em funcao das trés
componentes do deslocamento de um ponto na parede da seccao

(ver figura 3.14).
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Destas componentes: v, € o deslocamento tangencial no plano xy
e é positivo na direcao em que s aumenta; v, € o deslocamento
normal ao plano xy e é positivo de dentro para fora; e w é o
deslocamento axial que foi definido anteriormente.

A deformacao axial sera

(3.25)

Figura 3.14 Componentes axial, tangencial e
normal do deslocamento num ponto da
parede da viga.
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E possivel derivar uma expressao simples para a deformacao
direta g em relacao a v,, v,, s € a curvatura 1/r no plano xy da

parede da viga.
No entanto, como ¢, hao € necessario, na analise que se segue
apenas € dada a expressao

LV,
=t (3.26)

A deformacao de corte y € obtida em relacao ao deslocamento w
e v, considerando a distorcao de corte de um elemento d56z da

parede da viga.
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Da figura 3.15 vé-se que a deformacao de corte € dada por

y=d+4, (3.27)

Forma distorcida
devido ao "
cisalhamento
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Figura 3.15 Componentes axial,
tangencial e normal do deslocamento
num ponto da parede da viga.
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ou, no limite como tanto ds quanto 6z tendem para zero,
oW v,
= +

%1% (3.28)

/4

Para além do assumido anteriormente nesta seccao tambéem se
assume que, durante qualquer deslocamento, a forma da seccao
transversal da viga € mantida por um sistema de diafragmas
proximos que sao rigidos no seu proprio plano mas sao
perfeitamente flexiveis perpendicularmente ao seu plano.

Assim, nao ha resisténcia ao deslocamento axial w e a seccao
move-se como um corpo rigido no seu proprio plano, onde o
deslocamento de cada ponto é completamente especificado
pelas translacoes u e v e pela rotacao @ (ver figura 3.16).
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Figura 3.16 Determinacéo das relagOes de
deslocamento e posicédo do centro de tor¢édo
de uma viga (aberta ou fechada).
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A primeira vista parece que isto é pouco convincente mas para
estruturas de avioes com células de paredes finas cujas seccoes
transversais sao reforcadas com nervuras ou cavernas
posicionadas a intervalos frequentes ao longo dos seus
comprimentos € uma aproximacao razoavel para tais seccoes.
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O deslocamento tangencial v, de qualquer ponto N na parede de
uma viga de seccao aberta ou fechada pode ver-se da figura
3.16 como sendo

V, = pé+ucosy +vsiny (3.29)

onde, claramente, u, v e #sao funcoes so de z (w pode ser
funcao de z e s).

A origem O dos eixos na figura 3. 16 foi escolhida
arbitrariamente e os eixos sofrem deslocamentos u, v e 6.

Estes deslocamentos, num caso de torcao pura, sao equivalentes
a uma rotacao pura em torno de um ponto R(xg,Vyr) na seccao
transversal onde R é o centro de torcao.
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Assim, da figura 3.16

Vi = PrE (3.30)
e
g y
‘3 Pr = P—XgSINy + Y, COSY
P o que da
z
V, = pO—Xx;0siny + y.0cosy
e
%—pd—g—x sin d—6’+y Ccos a0
oz dz R g R g, (4.31)
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Da equacdo 3.29 tem-se

%—pd—9+d—ucos +ﬂsin

0z dz dz v dz i (3.32)
Comparando os coeficientes das equacées 3.31 e 3.32 vé-se que

E 3 dv/dz . _ du/dz

3 *R="40/dz ° YR d6/dz (3.33)

g M _ pd—e—x Siny —+ Yy, COSy —

2 oz dz R g Ry
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4. Corte em vigas de parede fina
e seccao aberta
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A viga com seccao aberta da figura 3. 17 suporta forcas de corte
5« € 5, de maneira a nao haver torcao da secgao transversal.

Para esta condicao ser valida ambas as forcas de corte tém que
passar por um ponto especifico na seccao conhecido como o
centro de corte.

A analise de vigas de seccao aberta sujeitas a torcao requer uma
analise diferente e por isso é apresentada mais tarde.
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Figura 3.17 Cargas de corte numa viga de
secc¢éo aberta.
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Uma vez que nao existem tensoes de “hoop” na viga, os fluxos
de corte e as tensoes diretas que atuam num elemento da
parede da viga sao relacionadas pela equacdo 3.23, isto €

Assume-se que as tensoes diretas sao obtidas com precisao
suficiente a partir da teoria de flexao de forma que da equacdo

3.06

co, _llom, e, —(ow, e, | om, e, ~(om, o,

2 2
oz 11, — 172 11, - 12

y
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Analise de Estruturas

Usando as relagGes das equacgdes 3.12 e 3.13, isto € OM,/0z=S, e
oM,/ 0z=5,, esta expressao fica

562:[S””_S“WJX+(S“W_S”WJy
2 2
oz | 1,1, -12 Loy, — 172

Substituindo para do,/0z na equacao 3.23 tem-se

aq SH IR S,l,, =Sl

= tx — t

os [ I Y . Lol — 15 y (3:34)
Integrando a equacdo 3.34 ao longo de s a partir da mesma
origem de s para qualquer ponto em torno da seccao transversal
obtém-se

. 80 S1 -S| S,1,-S,1,
Io—ds=—( e Y y}j xds—( Iy I ijf tyds (3.35)

s XX xxlyy  Uxy
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Se a origem de s for junto a parte aberta da seccao entao g=0
quando s=0 e a equacdo 3.35 fica

S.I —S.1_ e S —S1 e
qs:_( y yjjotde—L Iy?’ _Izy]J.Otde (3.36)

1., —12
XX ' yy Xy XX ' yy Xy

Para uma seccao que tenha Cx ou Cy como eixo de simetria, a
equacdo 3.36 reduz-se a
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Sx s S s
ds :_EL txds—ijo tyds
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Exemplo 3.04: Determinar a distribuicao do fluxo de corte na
viga de paredes finas com seccao em Z da figura 3.18 devido a
uma forca de corte S, aplicada no centro de corte da seccao.

4
g
2 [Sy
= _ 3 4
i >
5 et
2
N h + .
< C X
|
Y
52 Figura 3.18 Secgdo em Z com uma forca de
- corte para o exemplo 3.04.
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4.1. Centro de corte

O centro de corte € definido como o ponto da seccao transversal
através do qual forcas de corte nao produzem qualquer torcao.

Pode ser mostrado, usando o teorema reciproco, que este ponto
também € o centro de torcao.

No entanto, existem algumas excecoes importantes a esta regra
geral.

Na maioria dos casos praticos é claramente impossivel garantir
que uma forca de corte passe pelo centro de corte da seccao.

Também é obvio o facto de que qualquer forca de corte pode ser
representada por uma combinacao de uma forca de corte
atuando através do centro de corte e um momento de torcao.

As tensoes produzidas pelas acoes separadas da torcao e do
corte podem ser adicionadas por sobreposicao.
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E, por isso, necessario saber a posicdo do centro de corte em
todos os tipos de seccao ou calcula-la de alguma forma.

No caso de a seccao ter um eixo de simetria o centro de corte
tem obrigatoriamente de estar neste eixo.

Para seccoes em forma de cruz ou em angulo, como as da figura

3.19a, o centro de corte esta localizado na intersecao dos lados,
uma vez que as tensoes de corte internas resultantes passam

todas por estes pontos.
C.C.
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C.C.

cob—

Figura 3.19a Centro de corte das secgOes abertas mostradas.
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Exemplo 3.05: Calcular a posicao do centro de corte da seccao
em C de paredes finas da figura 3.19. A espessura t das paredes
é constante.

Y

g
2 f
2 3 l 4
2 Sy ¢ T 1
v s h
v 2
= 1
< S C 1 X

(XS: .yS ) %

2 s, 1 Figura 3.19 Determinacéo da posicao do centro
b de corte da seccdo do exemplo 3.05.
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@ 5. Corte em vigas de parede fina
uBl e seccao fechada

Portugal

A solucao de uma viga de seccao fechada com uma forca de
corte segue um método semelhante ao descrito na seccdo 4 para
uma viga de seccao aberta mas com duas diferencas
importantes.

Primeiro, as forcas de corte podem ser aplicadas em pontos na
seccao transversal que nao sejam o centro de corte de modo a
incluir os efeitos de torcao e de corte.

Isto € possivel uma vez que as tensoes de corte produzidas pela
torcao em vigas de seccao fechada tém exatamente a mesma
forma que as tensoes de corte produzidas por corte, ao contrario
das tensoes de corte produzidas por corte e torcao em vigas
abertas.

Segundo, é geralmente impossivel escolher uma origem para s
em que o valor do fluxo de corte seja conhecido.
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Considere-se uma viga de seccao fechada com uma seccao
arbitraria (figura 3.20).

As forcas de corte S, e S, sao aplicadas em qualquer ponto na
seccao transversal e em geral causam tensoes de flexao e fluxos

de corte que sao relacionados pela equacao de equilibrio 3.23.

Assume-se que as tensoes de “hoop” e forcas inerciais estao
ausentes.
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Figura 3.20 Corte de vigas de seccdo fechada.
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Assim

Daqui em diante a analise € idéntica aquela das vigas abertas
com uma forca de corte até se chegar a integracao da equacdo
3.34, que é

J-Sa_qd __ SXIXX_Sylxy
0 35 Lol —12

XX yy

0

s S, 1, —S,1 s
Itxds— > | tyds
L, —12

Suponha-se que se escolhe uma origem para s onde o fluxo de
corte tem o valor desconhecido q; ,.
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Analise de Estruturas

Integrando a equacdo 3.34 obtém-se

-S| -S|
XX y xy Yoy X xy
0 —0Uso = [ Jj tx s—( I . JI tyds

xxyy y

ou

S, —S, 1, s, 1, SXIXy
g, =— _|2 ItX S— | | J‘tyds_'_qso (337)

Ixxlyy Xx'yy xy

Comparando as equacdes 3.36 e 3.37 observa-se que 0s
primeiros dois termos no lado direito da equacdo 3.37
representam a distribuicao do fluxo de corte numa viga de
seccao aberta carregada no seu centro de corte.

Este facto indica um método de solucao para uma viga fechada
que suporta uma forca de corte.
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Representando este fluxo de corte “aberto” ou “basico” por g,
pode escrever-se a equacdo 3.37 como

qs = qb + qs,O (338)

g, obtém-se supondo que a seccao fechada € “cortada” num
ponto conveniente produzindo assim uma seccao “aberta” (ver

figura 3.21(b)).
A distribuicao do fluxo de corte (q,) em torno da seccao
“aberta” é dado por

-S| -S| s
—_ XX yxy . yoyy X' xy
qp, = ( B jftx S ( | Y )_[Otyds

xxyy Xy

Analise de Estruturas

COMO Nna seccdo 4.
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O valor do fluxo de corte na abertura (s=0) € entao determinado
equacionando os momentos externos aplicados e os momentos
internos tirados em torno de um centro de momento

conveniente.
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‘Cut’
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(a) (b}

Figura 3.21 (a) Determinacdo de ¢ o; (b) Carregamento equivalente numa viga com secgdo “aberta”.
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Assim, da figura 3.21(a)
S,770 S, = § pads = § pa,ds+q, ,§ pds

onde § denota integracao completa em torno da seccao

g transversal.
7 Na figura 3.21(a)
2 =t PSS
< 2
de forma que
1
§dA=§§ pds
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Daqui tira-se que

f pds =2A
onde A é a area contida pela linha média da parede da seccao da
viga.
Assim

Sy0 =SS0 :§ pa,ds+2Aq (3.39)
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Se o centro de momento for escolhido a coincidir com as linhas
de acao de 5, e 5, entao a equacdo 3.39 reduz-se a

0= pa,ds+2Ad , (3.40)
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O fluxo de corte desconhecido g, , obtém-se da equacdo 3.39 ou
da equacdo 3.40.

Vale a pena considerar algumas das implicacoes do metodo.

A equacdo 3.36 representa a distribuicao do fluxo de corte numa
viga de seccao aberta quando nao ha torcao.

Assim, “cortando” a seccao fechada da viga da figura 3.21(a)
para determinar g, esta, com efeito, a substituir-se as forcas de
corte da figura 3.21(a) pelas forcas de corte S, e S, atuando no
centro de corte da seccao “aberta” resultante, juntamente com
um momento de torcao T como mostra a figura 3.21(b).
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Mais a frente ver-se-a que um momento de torcao aplicado numa
seccao fechada resulta num fluxo de corte constante.

Neste caso, o fluxo de corte constante g, , corresponde ao
momento de torcao mas tem valores diferentes para posicoes do
“corte” diferentes, uma vez que as seccoes “abertas”
correspondentes terao centros de corte diferentes.

Um efeito adicional que resulta do “corte” da viga € obter-se
uma estrutura estaticamente determinada atendendo a que os
fluxos de corte g, sao obtidos a partir de consideracoes de
equilibrio estatico.

Daqui se segue que uma viga de seccao fechada de uma célula
suportando apenas forcas de corte € singularmente redundante.
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5.1. Torcao e empeno com forcas de
corte

As forcas de corte que nao sao aplicadas no centro de corte de
uma viga de seccao fechada fazem com que as seccoes
transversais sejam torcidas e empenadas, isto €, para além da
rotacao, elas sofrem deslocamentos axiais.

As expressoes para estas grandezas podem ser derivadas em
relacao a distribuicao do fluxo de corte g, do seguinte modo.

Uma vez que g=tt e =Gy, entao pode exprimir-se g, em termos
das deformacoes de empeno e tangenciais, w e v,, num ponto da
parede da viga usando a equacdo 3.28.

Assim
— Cﬂﬁ
d, —Gt(—‘é“ ’71) (3.41)
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Substituindo para ov,/0z da equacdo 3.31 tem-se

qgq A dé du dv
= + + COSy +—Sen
Gt & P dz dz v dz v (3.41a)
Integrando a equacdo 3.41a em relacao a s desde a origem
g escolhida e tendo em conta que G pode também ser uma funcao
g de s obtém-se
E s du ¢s dv s
% _j —ds+ I pds+ajocosz//ds+ajo senyds
<
ou
sOs . (AN, dO s du s dv ps
. ads = _[O EdS“LEJ; pds+a_"0 dX+E.[o dy
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Analise de Estruturas

a 40 dug g dve
jthS (W W0)+2Abs dZ+dZ(XS XO)+dZ(ys yo) (342)

onde A, € a area varrida pela geratriz, com centro na origem
dos eixos O, desde a origem de s até qualquer s em torno da
seccao transversal.

Continuando a integracao completa em torno da seccao resulta,
da equacdo 3.42, que

do
fo % gs=2a27
dz
de onde se obtém a taxa de torgéo
do q
° ds (3.43)
dz 2A7 Gt
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Substituindo a taxa de torcao da equacdo 3.43 na equacdo 3.42 e
rearranjando obtém-se a distribuicao de empeno em torno da

seccao transversal

s du dv
(Ws _Wo): 0 gsl[ AOS § 0 dS_E( _Xo)_a(ys _YO) (3.44)

Usando as equacdes 3.33 para substituir du/dz e dv/dz na
equacdo 3.44 tem-se

s déo déo
(o, —w) = ;2 s = 220 f o 2 =)+ v

Os ultimos dois termos na equacdo 3.45 representam o efeito de
relacionar o deslocamento de empeno com uma origem
arbitraria que sofre ela propria um deslocamento axial devido ao

empeno.

(Y.—¥s) (3.45)

Analise de Estruturas
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No caso em que a origem coincide com o centro de torcao R da
seccao a equacdo 3.45 pode simplificar-se para

_ S qS AbS qS
(w, —wip)= || s —=2=§ = ds (3.46)

Em problemas que envolvem seccoes singularmente ou
duplamente simétricas a origem de s pode ser coincidente com

um ponto de empeno nulo que ocorrera onde um eixo de
simetria e a parede da seccao se intersetam.

A origem de s em seccoes assimétricas pode ser escolhida
arbitrariamente.
A distribuicao de empeno resultante tera exatamente a forma da

distribuicao real mas estara deslocada axialmente pelo
deslocamento de empeno na origem de s.
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Este valor pode ser achado fazendo referéncia a torcao de vigas
de seccao fechada sujeitas a uma restricao axial.

Na analise destas vigas assume-se que a distribuicao das tensoes
diretas resultantes da restricao é diretamente proporcional ao
empeno livre da seccao, isto &

o = constante x w

Além disto, uma vez que € aplicado um momento de torcao
puro, a resultante de qualquer sistema interno de tensoes
diretas tem que ser zero, ou seja auto-equilibrador.

Assim
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forca axial resultante = § otds
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onde o € a tensao direta em qualquer ponto da seccao
transversal.

Entao, pela condicao assumida acima, tem-se

; 0= §vvtds
% ou
g O=§(ws—woﬁds
g
0 que da
§Wstds
W, = W (3.47)
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5.2. Centro de corte

Analise de Estruturas

O centro de corte de uma viga de seccao
fechada € localizado de uma maneira
semelhante aquela descrita
anteriormente para vigas de seccao
aberta.

Assim, para determinar a coordenada £
(referente a qualquer ponto conveniente
na seccao) do centro de corte S da viga
de seccao fechada da figura 3.22 aplica-
se uma forca de corte S, arbitraria
através de S, calcula-se a distribuicao do
fluxo de corte g, devidoa S, e
seguidamente equacionam-se 0s
momentos internos e externos.
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Figura 3.22 Centro de corte de uma
viga de seccao fechada.
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No entanto, existe um problema em obter g, , uma vez que nesta
altura e impossivel equacionar os momentos internos e externos
de forma a produzir uma equacao semelhante a equacédo 3.39
visto a posicao de S, ser desconhecida.

Por isso usa-se a condicao de que uma forca de corte que atue
no centro de corte de uma seccao produz torcao nula.

Daqui segue-se que d&/dz na equacdo 3.43 é zero, o que da

O:§%ds
ou

0=§é(qb+qs,o)ds
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0 que da
§(q,/Gt)ds
qs,O - §dS/Gt (348)
Se Gt=constante, entao a equacdo 3.48 pode simplificar-se em
L 3.49
s,0 §d$ ( ' )
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A coordenada 7, € calculada da mesma forma aplicando S,
atraves de S.
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Exemplo 3.06: Uma viga de seccao fechada e paredes finas tem
a seccao transversal simétrica mostrada na figura 3.23. Cada
parede da seccao € plana e tem a mesma espessura t € 0 mesmo
modulo de corte G. Calcular a distancia do centro de corte ao

ponto 4.
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Figura 3.23 Viga de seccéo fechada
do exemplo 3.06.
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Uma viga de seccao fechada sujeita a um momento de torcao
puro T, como mostra a figura 3.24, nao desenvolve, na auséncia
de restricoes axiais, um sistema de tensoes diretas.

Daqui segue-se que as condicoes de equilibrio das equacées 3.23
e 3.24 reduzem-se a 0q/0s=0 e 0q/0z=0, respetivamente.
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Figura 3.24 Torcdo de uma viga de
seccéo fechada.
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Estas relacoes so podem ser satisfeitas simultaneamente por um
valor constante de q.

Deduz-se, assim, que a aplicacao de um momento de torcao
puro numa viga de seccao fechada resulta num fluxo de corte
constante na parede da viga.

No entanto, a tensao de corte 7 pode variar em torno da seccao
transversal uma vez que a espessura t pode ser uma funcao de s.

A relacao entre o momento de torcao aplicado e este fluxo de
corte constante é simplesmente derivada considerando o
equilibrio de torcao da seccao da figura 3.25.
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O momento de torcao produzido pelo fluxo de corte atuando
num elemento &5 da parede da viga é pgos.

Assim
T =§ pqds
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Figura 3.25 Determinacéo da distribuicao do fluxo de corte
numa viga de seccdo fechada sujeita a torcéo.
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Uma vez que g é constante e, como anteriormente,

§pds:2A

entao

T =2Aq (3.50)

E de salientar que a origem O do eixo na figura 3.25 pode ser
posicionado dentro ou fora da seccao da viga uma vez que o
momento dos fluxos de corte internos (cuja resultante € um
momento de torcao puro) € o mesmo em torno de qualquer
ponto no seu plano.

Para uma origem fora da seccao o termo §pds envolve a soma
das areas positivas e negativas.
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O sinal de uma area é determinado pelo sinal de p que, ele
proprio, esta associado com a convencao de sinais para
momentos da seguinte maneira.

Se o movimento de p ao longo da tangente em qualquer ponto na
direcao positiva de s resultar numa rotacao de p no sentido anti-
horario em torno da origem dos eixos, p € positivo.

A direcao positiva de s € na direcao positiva de g que é oposta
ao movimento dos ponteiros do relogio (correspondendo a um
momento de torcao positivo).

Assim, na figura 3.26 o gerador OA, rodando em torno de O,
varrera inicialmente uma area negativa uma vez que p, €
negativo.
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Em B, no entanto, p; € positivo e,
por isso, a area varrida pelo gerador
mudou de sinal (no ponto onde a
tangente passa por O e p=0).

Areas positivas e negativas cancelam-
se umas as outras a medida que se
sobrepoem de maneira que, a
medida que o gerador se movimenta
em torno da seccao completa,
comecando e voltando a A, a area
resultante € aquela envolvida pelo
perfil da viga.

v |

Figura 3.26 Convencéo de sinal para areas
varridas.
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A teoria da torcao de vigas de seccao fechada € conhecida pela
teoria de Bredt-Batho e a equacdo 3.50 € muitas vezes referida

como a formula de Bredt-Batho.
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Analise de Estruturas

6.1. Deslocamentos associados ao fluxo
de corte de Bredt-Batho

A relacao entre g e a deformacao de corte y estabelecida na
equacdo 3.41, nomeadamente

AN N,
oo,
A A
é valida para o caso de torcao pura onde g é constante.
Derivando esta expressao em relacao a z tem-se

a_q:G(52w+52 j

0z oz a’
ou
2
o(ow) IV,
~| = [T 52 =0 (3.51)
0s\ 0z 1%/
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Na auséncia de tensoes diretas a extensao longitudinal ow/0z=¢,
é zero de forma que

2
Assim, da equacado 3.32
d’6 d°u d’v .
&7 + &7 cosw+Fsmw:O (3.52)

Para a equacdo 3.52 ser valida em todos os pontos da parede da
seccao, por outras palavras para todos os valores de y, entao
d’u d?v

d26?_ du d’v
dz? dz?

dz?

0 ; 0 ; 0
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Daqui segue-se que 6=Az+B, u=Cz+D e v=Ez+F onde A, B, C, D, E
e F sao constantes desconhecidas.
Assim 6, u e v sao funcoes lineares de z.

A equacdo 3.43 relacionando a razao de torcao com o fluxo de
corte variavel g, desenvolvida numa viga de seccao fechada
sujeita a uma forca de corte € também valida para o caso de

g,=g=constante.

Assim
dé g ¢ds
dz 2A’Gt

que se transforma, quando se substitui g da equacdo 3.50, em

do T ds
=— (3.53)
dz 4A°J Gt
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A distribuicao de empeno produzida por um fluxo de corte
variavel como definido pela equacdo 3.46 para eixos com a sua
origem no centro de rotacao é também aplicavel ao caso em que
o fluxo de corte é constante.

p Assim
E sds A, pds
2 W, —W, )= —
2 Substituindo g da equacdo 3.50 tem-se
= To (80 A
W, —W, = S
onde
ds s ds
0=9— , Oos=| =
§Gt % JhGt
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O sinal do deslocamento de empeno na equacdo 3.54 é
governado pelo sinal do momento de torcao aplicado e pelos

sinais dos parametros J,, € Ag..

Tendo especificado inicialmente que um momento de torcao
positivo atua no sentido anti-horario, os sinais de J,, € A, sao
fixos sendo que &, € positivo quando s € positivo, isto €, toma-
se s positivo no sentido anti-horario e A, € positivo quando,
como anteriormente, p (ver figura 3.26) é positivo.

Ja se notou que a deformacao axial &, € zero numa viga de
seccao fechada sujeita a um momento de torcao puro.

Isto significa que todas as seccoes da viga tém que possuir
distribuicoes de empeno idénticas.
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Por outras palavras, os geradores longitudinais da superficie da
viga permanecem imutaveis em comprimento apesar de sujeitos

a deslocamento axial.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Universidade da Beira Interior

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva




Q %
& &
& Lasone ot

Covilha
Portugal

sentido anti-horario.
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varridas.

Exemplo 3.07: Determinar a distribuicao de empeno na viga de
seccao retangular fechada e duplamente simétrica da figura
3.27 quando sujeita a um momento de torcao T aplicado no

Figura 3.27 Convencao de sinal para areas

Pedro V. Gamboa
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Analise de Estruturas

6.2. Condicoes de empeno nulo numa
seccao

A geometria da seccao de uma viga fechada sujeita a torcao
pode ser tal que a seccao nao empene.

Da equacdo 3.54 vé-se que esta condicao acontece quando

%05 _ Fos
5 A
ou
Gt j pedis (3.55)
Derivando a equacdo 3.55 em relagéo a s tem-se
1 P
oLt 2A
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ou

p.Gt = %A = constante (3.56)

Uma viga de seccao fechada em que p,Gt=constante nao empena
e € conhecida como viga de Neuber.

Para vigas de seccao fechada que tenham um modulo de corte
constante esta condicao fica
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pgt = constante (3.57)
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Vigas deste tipo sao:
 vigas de seccao circular com espessura constante

« vigas de seccao retangular com at,=bt, (ver exemplo 3.07)
e vigas triangulares com espessura constante

No ultimo caso o centro de corte e por isso o centro de rotacao
coincidem com o centro do circulo inscrito de forma que p; de
cada lado do triangulo seja o raio do circulo.
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/. Torcao de vigas de seccao
aberta

Pode obter-se uma solucao aproximada para a torcao de vigas
abertas de parede fina usando os resultados da torcao de uma

tira retangular fina.

Se tal tira € dobrada para formar uma viga de seccao aberta
como mostra a figura 3.28(a) e se a distancia s medida em torno
da seccao € grande em comparacao com a espessura t entao as
linhas de tensao de corte sao ainda paralelas as superficies
interior e exterior.

Daqui segue-se que as linhas de corte num elemento s da
seccao aberta devem ser quase idénticas as linhas no elemento
o5 de uma tira retangular como a da figura 3.28(b).
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(a)

8s

—_—-—sp

e
—_— ,_—1-— —_——

{b)

Figura 3.28 (a) Linhas de corte
numa viga aberta de paredes finas
sujeita a torcéo; (b) Aproximacéo de
linhas de corte num elemento as
linhas numa tira retangular fina.
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As equacoes

T, = 26n 93¢ 7, =0 (3.58)
dz
dé

%) :iGt_
S z-zs,max dZ (359)
: st L
: J _Z? N ‘gfsecgaot ds (3.60)
% podem ser aplicadas a uma viga de seccao aberta mas com a

precisao reduzida.

Nas equacdes 3.60 usa-se a segunda expressao da constante de
torcao se a seccao tiver uma espessura variavel.
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Finalmente, a taxa de torcao é expressa em funcao do momento
de torcao aplicado

do
T=GJ—
i (3.61)
A distribuicao da tensao de corte e a tensao de corte maxima

Sa0 por vezes expressas mais convenientemente em funcao do
momento de torcao aplicado.

Assim, substituindo para d6/dz na equacédo 3.58 e 3.59 tem-se
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2n tT
Ty = T ; Tosmax = + .
5= , 3 (3.62)
Na analise de torcao de vigas abertas assume-se que a seccao

transversal € mantida e que a viga tem uma seccao uniforme.
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As tensoes de corte variam nitidamente através da espessura da
parede da viga enquanto que outras tensoes como as tensoes
resultantes de restricoes axiais assumem-se constantes atraves

da espessura.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



/.1. Empeno da seccao transversal

Q %
& &
& Lasone ot

Covilha
Portugal

Uma tira retangular fina sofre empeno da sua espessura quando
sujeita a torcao.

Do mesmo modo, uma viga aberta de paredes finas também
empena na espessura.

Este empeno, w,, pode deduzir-se comparando a figura 3.28(b)

z
g com a figura 3.29 e usando a equacao em baixo.
L; dg 14
P W= Xy —
= dz
“©
<
N
Timpeno da ;J
espessura -\‘u’

Figura 3.29 Empeno de uma tira retangular fina.
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Assim

W, = nsd—e (3.63)

dz

Além do empeno da espessura, a seccao da viga também vai
empenar de uma forma semelhante aquela de uma viga de
seccao fechada.

Da figura 3.15
W A
%
Relacionando o deslocamento tangencial v, com o centro de
torcao R da seccao tem-se, da equacdo 3.30
A, do

£ (3.64)

= Pg (365)
1%/ dz
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Substituindo para ov,/0z na equacdo 3.64 obtem-se

_av, o do
7/23 & R dZ
de onde
g - dé
: . :G(g+ 0. E) (3.66)
§ Na linha média da parede da seccao 7,.=0 (ver equacdo 3.58) de
i:é forma que, da equacdo 3.66
w__ o do
12 " dz
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Integrando esta expressao em relacao a s tomando o limite
inferior de integracao coincidente com o ponto de empeno nulo

obtém-se

W ==, OsdeS (3.67)
Das equacées 3.63 e 3.67 pode ver-se que existem dois tipos de
empeno numa viga de seccao aberta.
A equacdo 3.67 da o empeno da linha média da viga; este
empeno é conhecido como o empeno primdrio e considera-se
constante através da espessura.
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A equacdo 3.63 da o empeno da viga na espessura da parede.

Este empeno chama-se empeno secunddrio, € muito menor que o
empeno primario e € usualmente ignorado nas seccoes de
paredes finas encontradas em estruturas de aeronaves.

A equacdo 3.67 pode escrever-se na seguinte forma

W :_ZARZ_f (368)

ou, em funcao do momento de torcao aplicado,
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W, =-2A, — (3.69)

onde A =1/2IOS p:ds € a area varrida por um gerador, rodando em
torno do eixo de rotacao, desde o ponto de empeno nulo como
mostra a figura 3. 30.
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Analise de Estruturas

O sinal de w,, numa dada direcao do
momento de torcao, depende do sinal de
Ar que por sua vez depende do sinal de
Pr, a distancia perpendicular desde o
centro de rotacao até a tangente de
qualquer ponto.

A semelhanca das vigas de seccao
fechada, o sinal de p, depende da
direcao assumida para um momento de
torcao positivo, neste caso no sentido
anti-horario.
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Figura 3.30 Empeno de uma viga
de seccdo aberta.
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Assim, p, (e por isso Ag) € positivo se o0 movimento do pe de pp
ao longo da tangente na direcao positiva de s leva a uma rotacao
de pr no sentido anti-horario em torno do centro de rotacao.

E de salientar que a direcdo positiva de s pode ser escolhida
arbitrariamente numa viga aberta uma vez que, para um
determinado momento de torcao, o sinal do deslocamento de
empeno depende apenas do sinal da area A.
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G=25000N/mm?.

Exemplo 3.08: Determinar a tensao de corte maxima e a
distribuicao de empeno na seccao da figura 3.31 quando sujeita
a um momento de torcao anti-horario de 10 Nm.

Figura 3.31 Secc¢éo do exemplo 3.08.

% 1-5mm
= }__. s, i
= 2 1 -
= ?
4+
w
L
()
©
g 5,4
= 50 mm
c e _
< S(R) O

| 3

§ —dm— 2-5mm
- |
25 mm
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8. Combinacao de seccoes abertas
e fechadas

Em alguns casos a seccao transversal de uma viga é formada por
uma combinacao de componentes abertos e fechados.

Por exemplo, uma asa na zona do porao do trem de aterragem
pode tomar a forma mostrada na figura 3.32 onde a porcao do
nariz € uma seccao fechada e o corte forma um canal aberto.

Estas seccoes compostas podem ser analisadas usando, quando
apropriado, uma combinacao dos métodos anteriormente
descritos neste capitulo.

Ir-se-a examinar as diferentes condicoes de carregamento uma
de cada vez.

Figura 3.32 Secc¢éo de asa com componentes
aberto e fechado.
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A forma da seccao de uma viga € irrelevante; as tensoes
resultantes da flexao sao obtidas da equacdo 3.07 ou da equacéo

3.08.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior




Covilha
Portugal

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

) %y
T

8.2. Corte

Os meétodos descritos nas seccoes 4 e 5 sao usados para
determinar a distribuicao das tensoes de corte apesar de, ao
contrario das seccoes completamente fechadas, as cargas de
corte terem que ser aplicadas no centro de corte da seccao
combinada, de outra forma tensoes de corte devido a torcao
também estarao presentes.

Quando as cargas nao atuam no centro de corte a sua posicao
tem que ser determinada e o sistema de cargas tem que ser
substituido por forcas atuando no centro de corte juntamente
com um momento de torcao; os dois casos de carregamento sao
assim analisados separadamente.

Mais uma vez assume-se que a forma da seccao transversal da
viga permanece igual depois da aplicacao das cargas.
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Exemplo 3.09: Determinar a distribuicao do fluxo de corte na
seccao da viga da figura 3.33 quando sujeita a uma forca de
corte aplicada no seu plano vertical de simetria. A espessura das

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva

paredes da seccao e 2 mm.
T 100 kN
© v
—
S
] [ - ]
o 2 52 53 0 6 7
4; -
i |
3 % v
) 100 mm s, f
Z ‘s 4 1,
\g C X
g i
1 8
100 mm
4
Se ] 9 5
Figura 3.33 Seccdo da viga
do exemplo 3.09. 100 mm 200 mm T 100mm "
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Geralmente, na torcao de seccoes compostas, a parte fechada e
dominante uma vez que a rigidez de torcao € muito maior do
que a da seccao aberta adjacente que pode, por isso, ser
frequentemente ignorada no calculo da rigidez de torcao; as
tensoes de corte devem, apesar de tudo, ser verificadas nesta

parte da seccao.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior



Q %
& &
& Lasone ot

Covilha
Portugal

Exemplo 3.10: Calcular a variacao do angulo de torcao por
unidade de comprimento na asa cuja seccao esta representada
na figura 3.34 quando sujeita a um momento de torcao de 10
kKNm. Determinar, também, a tensao de corte maxima na
seccao. G=25000 N/mm?. O comprimento da parede 12 externa é

£ V4 V4 . 7
g de 900 mm e a area da célula do nariz € 20000 mm?.
E 1-6mm 1 2mm* 3
3 + ‘
= . .
< 1-bmm 2mm 300mm
L
2 4
B 600mm

Figura 3.34 Secc¢éo da asa do exemplo 3.10.
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Até agora tem-se analisado seccoes estruturais relativamente
simples que na pratica seriam formadas a partir de chapas finas
ou por extrusao.

Estas seccoes existem como membros estruturais independentes
mas frequentemente elas sao usadas para reforcar formas
estruturais mais completas como, por exemplo, fuselagens, asas
e empenagens.

Assim, uma asa com duas longarinas pode tomar a forma da

figura 3.35 onde tensores em Z sao usados para reforcar o
revestimento fino enquanto seccoes em L formam as mesas da

longarina. T
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Figura 3.35 Seccdo de asa tipica.
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Obviamente, a analise de uma seccao deste tipo pode ser
trabalhosa a menos que se usem algumas simplificacoes.

Geralmente o numero e a natureza destas simplificacoes
determina a precisao e o grau de complexidade do problema;
quanto mais complexa for a analise maior sera a precisao do
resultado.

O grau de simplificacao introduzido depende do problema em si.

Numa investigacao preliminar, rapidez e simplicidade tém
geralmente mais importancia do que muita precisao; por outro
lado a solucao final tem que ser tao exata quanto possivel.

Na seccao de asa da figura 3.35, as seccoes transversais dos
tensores a das mesas das longarinas tém dimensoes reduzidas
quando comparadas com o resto da seccao.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior



Covilha
Portugal

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

) %y
T

Desta forma, a variacao das tensoes na seccao transversal de um
tensor devido a flexao da asa, por exemplo, seria pequena.

A diferenca entre a distancia dos centroides dos tensores e a
distancia do revestimento adjacente ao eixo da seccao da asa
também é pequena.

Seria razoavel assumir que as tensoes diretas nao variam na
seccao transversal dos tensores.

Assim, poderiamos substituir os tensores e as mesas das
longarinas por concentracoes de area, conhecidas por “booms”,
onde as tensoes diretas sao constantes e que sao localizadas ao
longo da linha média do revestimento como mostra a figura

3.36.
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Figura 3.36 Idealizacdo de uma
secc¢do de asa.

Em seccoOes de asas e de fuselagens do tipo mostrado na figura
3.35, os tensores e as mesas da longarina suportam a maioria das
tensoes diretas enquanto que o revestimento € mais eficiente
em resistir as tensoes de corte apesar de também suportar
algumas das tensoes diretas.

Assim, na idealizacao mostrada na figura 3.36 pode assumir-se
que os “booms” suportam todas as tensoes diretas enquanto que

0 revestimento soO é efetivo ao corte.
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A capacidade de suportar tensoes diretas por parte do
revestimento pode ter-se em conta se a area de cada “boom”
for aumentada numa area equivalente ao revestimento dos
painéis adjacentes que suportam as tensoes diretas.

O calculo destas areas equivalentes depende geralmente da
forma da distribuicao das tensoes diretas nos
“booms” /revestimento assumida inicialmente.

Suponha-se que o painel da figura 3.37(a) € idealizado numa
combinacao de “booms” suportando tensoes diretas e
revestimento suportando apenas tensoes de corte como mostra a

figura 3.37(b).
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Na figura 3.37(a) a espessura do revestimento t, que suporta a
tensao direta € igual a sua espessura real t enquanto que na

figura 3.37(b) t,=0.

Suponha-se também que as tensoes diretas no painel real variam
linearmente de um valor desconhecido o, até outro valor
desconhecido o,.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

(a) Real (b) Idealizada

Figura 3.37 Idealizacdo de um painel.
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Obviamente que a analise deveria antecipar os extremos das
tensoes o, e o, apesar da distribuicao ser perdida.

Uma vez que a carga que produz as tensoes diretas nos painéis
real e idealizado tém que ser iguais, os momentos podem ser
equacionados para se obterem expressoes para as areas dos

s
E “booms” B, e B,.
i Assim, tirando momentos em torno da face direita de cada
-U .
2 painel
'
< 2
b 1 2
otl.—+—lo,—o, t.b—b=0c,Bb
2D 22 :2 ( 1 ZZ)tE) 23 11
de onde
t.b o
B =2-|2+-2% 7
e -
E A iais | - 2014-2023 Pedro V. Gamb F ldade de E hari ‘!
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Da mesma forma

t.b
B, :D?[uﬁj (3.71)

P
A razao o,/ o, nas equacées 3.70 e 3.71, se desconhecida, pode
frequentemente ser assumida.

A distribuicao das tensoes diretas na figura 3.37(a) € causada
pela combinacao da carga axial e do momento fletor.

Quando soO a carga axial esta presente o,/ 0,=1 e B,=B,=t,b/2;
para momentos fletores puros o,/ o,=-1 € B,=B,=t b/6.

Assim, idealizacOes diferentes da mesma estrutura sao
necessarias para condicoes de cargas diversas.
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Exemplo 3.11: Parte de uma seccao de asa tem a forma de uma
caixa de duas células (figura 3.38(a)) onde as longarinas estao

unidas ao revestimento por meio de seccoes em angulo com uma
area de seccao de 300 mm?. Idealizar a seccao numa combinacao
de “booms” suportando as tensoes diretas e casca suportando so

S ~ . . L.
= as tensoes de corte e que seja capaz de resistir a momentos
3 fletores num plano vertical. Posicionar os “booms” nas
S intersecoes longarina/casca.
g%
< 1 600 mm 600 mm 1
17 2 r 3 2 3

: smm‘zfﬁm a r —T\T

El - 1 -1 1-6 mm _

§ 2mm ==

- = 200 mm -
] Fi :
- L 7 L’/L_——’é !gur:';l 3.38
6 5 Idealizacdo de uma

6 ~
(a) (b) seccgdo de asa.
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v 10. Analise de vigas idealizadas

com seccao aberta e fechada

A inclusao de “booms” para suportar as tensoes diretas nas vigas
abertas e fechadas vai, obviamente, modificar a analise
apresentada anteriormente.

Antes de considerar casos individuais € necessario compreender
as implicacoes da idealizacao estrutural.

Geralmente, em qualquer idealizacao, diferentes condicoes de
carga requerem diferentes idealizacOes para a mesma estrutura.

No exemplo 3.11 a carga é aplicada num plano vertical.

Se, no entanto, a carga tivesse sido aplicada num plano
horizontal a distribuicao das tensées assumida nos painéis da
seccao teria sido diferente, resultando em “booms” com areas
diferentes.
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Suponha-se que uma seccao aberta ou fechada esta sujeita a
uma dada carga de flexao ou de corte e que a idealizacao
apropriada ja foi realizada.

A analise destas seccoes envolve usualmente a determinacao da
posicao do eixo neutro e o calculo das propriedades da seccao.

A posicao do eixo neutro € derivada da condicao de que a forca
axial total na seccao transversal € zero, isto &

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

[ o.da=0

A area A na expressao € nitidamente a area que suporta as
tensoes diretas.
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Daqui segue-se que o centroide da seccao transversal € o
centroide da area da seccao que suporta as tensoes diretas,
dependendo do grau e metodo de idealizacao.

As propriedades da seccao, /,,, |,,, etc., referem-se a area que
suporta as tensoes diretas.

(%]
©
—
=]
+J
S
| .
+
(%]
L
o
o
)
2
N
=
<

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Universidade da Beira Interior

Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva




vel 10.1. Flexao de vigas abertas e fechadas

Covilha
Portugal

A analise apresentada na seccdo 2 aplica-se aqui e a distribuicao
das tensoes diretas € dada por qualquer das equacées 3.07, 3.08
ou 3.09, dependendo da seccao em investigacao.

Nestas equacoes as coordenadas (x,y) dos pontos da seccao
transversal referem-se a eixos com a sua origem no centroide da
area que suporta as tensoes diretas.

Para além disto, as propriedades da seccao ,,, I, e I,, sao
calculadas so para a area que suporta as tensoes diretas.

No caso em que a seccao transversal da viga foi totalmente
idealizada em “booms” suportando as tensoes diretas e em
revestimento suportando so as tensoes de corte, a distribuicao
das tensoes diretas consiste numa série de tensoes diretas
concentradas nos centroides dos “booms”.
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tensao direta em cada “boom”.

Exemplo 3.12: A seccao da fuselagem da figura 3.39 esta
sujeita a um momento fletor de 100 kNm aplicado no plano
vertical de simetria. Se a seccao foi completamente idealizada
numa combinacao de “booms” suportando as tensoes diretas e
revestimento suportando so as tensoes de corte, determinar a
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1140

Figura 3.39 Seccao de fuselagem
idealizada do exemplo 4.12.
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10.2. Corte de vigas de seccao aberta

A derivacao da equacdo 3.36 para a distribuicao do fluxo de
corte na seccao transversal de uma viga aberta € baseada na
equacao de equilibrio 3.23.

A espessura t nesta seccao refere-se a espessura t, do
revestimento que suporta as tensoes diretas (ver seccdo 9).

A equacdo 3.36 pode, entao, escrever-se na forma

S, 1,—S, 1, s S I, =S, 1. |es
Js :_[ | Xy}.“o tDde_( Iy ?’ XV]J‘() toyds (3.72)

2
L, ol =12

—1?
XX yy Xy
onde t,=t caso o revestimento seja completamente capaz de
suportar tensoes diretas ou t,=0 caso o revestimento suporte
apenas tensoes de corte.
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As propriedades da seccao na equacdo 3.72 referem-se a area da
seccao que suporta as tensoes diretas uma vez que sao elas as
usadas nas equacées 3.07 e 3.08.

o (Mala=Mily ) (ML, =ML )
L 1, -1 Lo, — 17

(7]

=

=

5 XX yy XX yy Xy
7

Ll

S M (I, y=1,x) M, (I, x=1,y)
g . X yyy_ xyX+ y w X — xyy
3 2 - TEE
<CE XX yy Xy XX yy Xy
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A equacdo 3.72 nao inclui os efeitos dos “booms” que provocam
descontinuidades no revestimento e por isso interrompem o
fluxo de corte.

Considere-se o equilibrio do “boom” r no pedaco de

comprimento da viga mostrado na figura 3.40(a) e sobre o qual
atuam as forcas de corte S, e S, atraves do centro de corte S.

Estas forcas de corte produzem tensoes diretas devido a flexao
dos “booms” e do revestimento e tensoes de corte no

revestimento.
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"boom" r

(x.v,) )

Figura 3.40 (a) Porcdo de
comprimento duma viga
aberta com “booms” sujeita a
corte; (b) Equilibrio de um
elemento de um “boom”.

(a} {b)

Suponha-se que os fluxos de corte no revestimento adjacente ao
“boom” r com area transversal B, sao q, e gs,.

Assim, da figura 3.40(b) tem-se
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(az + OZZ 5szr —o,B. +0,0— 0,0z =0
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que pode ser simplificado em
oo

9, -0, =— &Z B, (373)
Substituindo para o, da equacdo 3.07 na equacdo 3.73 obtem-se
‘2 _ (élvly/&)lxx_(é'le/ﬁz)lxy (NX/&)IW_(NV/&)IW
b= g, ¢, =— 2 BrXr— 2 Bryr
g Ll — 12 L, — 12
E ou entao, usando as relacoes das equacées 3.12 e 3.13
E S, —S.I S.1.,—S.I
qz_qlz_{ yzyJBrXr_( — zijryr (374)
Ixxlyy_lxy Ixxlyy_lxy

A equacdo 3.74 da a mudanca do fluxo de corte induzido por um
“boom” que, ele proprio, esta sujeito a um esforco axial (o,B,).
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Cada vez que um “boom” é atravessado, o fluxo de corte €

incrementado por este valor de forma que se, a qualquer
distancia s em torno do perfil da seccao, n “booms” foram
atravessados o fluxo de corte no ponto € dado por

qS:_(SIX'XIXW_IZ JUt xds+ZBx] ( I| i JU tDyds+ZB yr]

XX XX vy o xy
(3.75)

Analise de Estruturas

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘! .c_ }
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS AEROESPACIAIS



Q %
& &
& Lasone ot

Covilha
Portugal

Exemplo 3.13: Calcular a distribuicao do fluxo de corte na

seccao da figura 4.41 produzida pela forca vertical de 4,8 kN
que atua atraves do centro de corte. Pode assumir-se que as
paredes da seccao soO sao efetivas a resistir tensoes de corte
enquanto que os “booms”, cada um com a area de 300 mm?,

suportam apenas tensoes diretas.

4.8 kN
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13
200 mm
I - x

200 mm

Figura 3.41 Seccéo idealizada do
exemplo 3.13. 3 4

200 mm

[ ]
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Na equacado
S

o :_I_yZBryr

xx =1

do exemplo 3.13 pode ver-se que a analise de uma viga que
tenha sido idealizada numa combinacao de “booms” que
suportam tensoes diretas e revestimentos que suportam apenas
tensoes de corte da valores do fluxo de corte constantes no
revestimento entre os “booms”.

A distribuicao real € assim perdida.

Na verdade, o que se obtém €& a média do fluxo de corte como
pode verificar-se no exemplo 3.13.
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A analise da seccao nao idealizada resultaria numa distribuicao
parabolica na porcao 23 cuja resultante e estaticamente
equivalente a forca exterior de 4,8 kN.

Na figura 3.41, a resultante do fluxo de corte constante na
porcao € 12x400=4800N=4,8kN.

Daqui segue-se que este valor constante do fluxo de corte € a
media da distribuicao parabolica do fluxo de corte da seccao
nao idealizada.

O resultado, da idealizacao da seccao da viga, de um fluxo de
corte constante entre “booms” pode ser usado com beneficios
em partes da analise.
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Suponha-se que a seccao curva da figura
3.42 tem “booms” nas suas extremidades .
e que o fluxo de corte q,, € constante.

A forca de corte que atua num elemento
ds da seccao € g,,d5 e as componentes
vertical e horizontal sao q,,ds sing e q,,05s
COS .

A resultante, paralela ao eixo do x, S,, de
q,, € entao dada por
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X

2
Sx :.L q12 Cos¢d3

Figura 3.42 Seccéo curva com fluxo

ou de corte constante.

2
S, =, [ cosgds
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0 que, pela figura 3.42, pode escrever-se

2
Sy = Chz_‘.l dx = q12(X2 - X1) (376)
Da mesma forma a resultante de q,, paralela ao eixo doy €
2
Sy :(112_“1 dy:qlz(yz_Y1) (3.778.)

Assim, a resultante de um fluxo de corte constante, numa dada
direcao, atuando numa casca € o valor do fluxo de corte
multiplicado pela projecao da casca nessa direcao.

A forca de corte resultante S na alma da figura 3.42 é

S =[S2+52 =g/ (X, =% P+ (¥, - v,
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isto e
S =0yl (377b)
Assim, a resultante da forca de corte que atua na casca é o
produto do fluxo de corte pelo comprimento da linha reta que
une as pontas da mesma; obviamente a direcao da resultante €
paralela a esta linha.
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Figura 3.43 Momento produzido pelo
fluxo de corte constante.
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Pela figura 3.43, o momento M, produzido pelo fluxo de corte
d,,, €m torno do ponto O no plano da alma e

2 2
Mq :L VP pds:qlzL 2dA
ou

|\/|q - 2AQ12 (378)

onde A € a area envolvida pela casca e pelas linhas que unem as
suas pontas ao ponto O.

Este resultado pode ser usado para determinar a distancia da
linha de acao da forca de corte resultante a partir de qualquer
ponto.
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Da figura 3.43

Se=2Aq,,
de onde se tira
2A
e :?%2

Substituindo para q,, da equacdo 3.77b tem-se

2A
e=—
L,
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Analise de Estruturas

10.3. Corte de vigas de seccao fechada

O raciocinio usado nas seccoes abertas também é valido neste
caso das seccoes fechadas.

Assim, o fluxo de corte em qualquer ponto em volta da seccao
transversal de uma viga fechada com “booms” e revestimento ¢,
com espessura que suporta tensoes diretas €, comparando as
equacodes 3.75 e 3.37

qs=—[sxl” Y XVJUt xds+ZBrxrj { I| SX'”)U tDyds+ZB yrj+qs0

I 1. —12 ., w— by
(3.79)

XX ' yy
Note-se que o valor zero do fluxo de corte da seccao “aberta”
posicao do “corte” do revestimento para o qual t,=0 estende-se
desde o “corte” até aos “booms” adjacentes.
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Exemplo 3.14: A viga com paredes finas e uma unica célula da
figura 3.44 foi idealizada numa combinacao de “booms” que

suportam tensoes diretas e paredes que suportam apenas
tensoes de corte. Se na seccao atuar uma forca vertical de 10 kN
que passa pelos “booms” 3 e 6, calcular a distribuicao do fluxo

de corte em torno da seccao.

I}

Analise de Estruturas

T

200mm| 100 mm
R

S
S

L} \6 240mm 240mm
|

Figura 3.44 Seccéo fechada da viga do exemplo 3.14.
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Exemplo 3.14 (cont.): As areas dos “booms” sao B;=Bg=200mm?,
B,=B,=250mm?, B;=B,=400mm? e B,=B;=100mm?.
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o fechadas

Portugal

Nenhumas tensoes diretas sao produzidas numa viga de seccao
aberta ou fechada sujeita a um momento de torcao puro, a
menos que restricoes axiais estejam presentes.

A distribuicao do fluxo de corte nao €, por isso, afetada pela
presenca de “booms” e o método usado nas seccées 7 e 8 pode

usar-se neste caso.
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9> 10.5. Método alternativo para calcular a
om  distribuicdo do fluxo de corte

Portugal

A equacdo 3.73 pode escrever-se na seguinte forma

P,
- (3.80)

9, -0 =—

onde P, é a carga axial no “boom” r.

Esta forma da equacao sugere uma alternativa a determinacao
do efeito dos “booms” no calculo das distribuicoes do fluxo de
corte em vigas abertas e fechadas.

Suponha-se que a carga nos “booms” varia linearmente com z, o
que acontece quando a forca de corte é constante num
determinado comprimento da viga.
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A equacdo 3.80 fica

9, -0, = _APr (381)

onde AP. € o incremento na carga do “boom” num comprimento
unitario, 4z=1, do “boom” r.

AP, pode ser calculado comecando por determinar o incremento
do momento fletor entre duas seccoes da viga que estejam
distanciadas de uma unidade de comprimento e seguidamente
calculando a mudanca correspondente na tensao do “boom?”,
usando a equacdo 3.07 ou a equacdo 3.08.

O incremento na carga do “boom” determina-se multiplicando o
incremento na tensao do “boom” pela sua area B,.
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E de salientar que as propriedades da seccao nas equacées 3.07
e 3.08 referem-se a area da seccao da viga que suporta as
tensoes diretas.

Nos casos em que a forca de corte nao € constante no
comprimento unitario da viga o método € aproximado.
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Exemplo 3.15: Calcular a distribuicao do fluxo de corte na

seccao da figura 3.45 produzida pela forca vertical de 4,8 kN
que atua atraves do centro de corte. Pode assumir-se que as
paredes da seccao soO sao efetivas a resistir tensoes de corte
enquanto que os “booms”, cada um com a area de 300 mm?,
suportam apenas tensoes diretas. Usar o método alternativo.
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Figura 3.45 Alternativa ao exemplo 3.13.

F34
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Energia potencial total

A energia potencial total de um corpo elastico € dada pela
seguinte expressao

N=U+WwW (3.82)
: onde U é a energia de extensao (interna) do corpoe W é o
£ trabalho realizado pelas forcas externas P, (r=1,n) ao longo dos
2 respetivos deslocamentos A, (r=1 n dado por
()
2
- W = Z P.A, (3.83)
Entao,
n
M=U-) P, (3.84)
r=1
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Valor estacionario da energia potencial total

Considere-se um corpo elastico em equilibrio sujeito as forcas
externas P, (r=1,n) com deslocamentos virtuais pequenos nas
direcoes das forcas.

O trabalho virtual realizado pelas forcas é

n
oW = ) BB, (3.8
r=1

Este trabalho € acompanhado por um incremento da energia de
extensao oU. Este incremento da energia de extensao considera-
se como sendo trabalho negativo interno pelo que o trabalho
total realizado durante o deslocarplento virtual &
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—8U + E P.SA, (3.86)
r=1
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O corpo esta em equilibrio sob a acao das forcas pelo que, pelo
principio do trabalho virtual, esta expressao deve ser igual a

Zero.

Como as forcas P, permanecem constantes durante o
deslocamento virtual, entao

= n
: 5U — 52 PA, =0 (3.87)
= r=1
<
ou
Ol =6(U+W)=0 (3.88)

Entao, a energia potencial total de um sistema elastico possui
um valor estacionario para todos os deslocamentos pequenos
quando aquele se encontra em equilibrio.
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Esta situacao pode ser observada na figura 3.46. Nos pontos A, B
ou C tem-se

on _ow+w) _

ou ou (3.89)
§ Energia
5 potencial
& total
= | <
3
& —
< = _
h A — instavel Figura 3.46 Estados de
S , equilibrio de uma particula.
. B — estavel
S h
- C — neutro
—
u

Estruturas Aeroespaciais | - 2014-2023 Pedro V. Gamboa Faculdade de Engenharia ‘!
Departamento de Ciéncias Aeroespaciais José Miguel A. Silva Universidade da Beira Interior



Q %
& &
& Lasone »nu"'

Covilha
Portugal

Forca unitaria para calcular deslocamentos

Considere-se uma viga de comprimento L e rigidez a flexao
uniforme El encastrada numa extremidade e livre na outra
sujeita a uma forca P aplicada verticalmente de baixo para cima
na ponta livre, o que resulta num deslocamento vertical A, na

ponta livre.
O trabalho realizado por essa forca €
W = PA,,
e a energia de extensao resultante na viga é
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onde M, € o momento fletor em z produzido pela forca P e
d?u/dz? é a curvatura da linha média da viga produzida por P.
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Usando a energia potencial total e derivando em ordem ao P,
tem-se

orn A Lom, dzvd

op ~ M7 ) Tap dz22™*
g ou seja
L?j L 2

oM, d-v

() 0
3 10,= | —2-—d
P M= ), 9P dz2 "
\i(é

Isto equivale a ter a forca igual a 1 e OM,/0P=M, € o momento
resultante da forca unitaria.
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Entao

AM— f Mlﬁdz

§ Como a curvatura resultante da carga real é
13 d’v M,
E dz2  El,
= entao
Ay= j Mo, (3.90)
o El -

onde M, € o momento fletor resultante da forcareal e M, € o
momento fletor resultante da forca unitaria.
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As deflexoes em vigas de parede fina resultantes da flexao,
corte e torcao sao facilmente obtidas usando o método da forca

unitaria.
Os deslocamentos numa dada direcao, resultantes da torcao, sao
dados diretamente por

TOTl
1= | =7 Uz
L GJ
onde J, a constante de torcao, depende do tipo de viga em
consideracao.

Para uma viga de seccao aberta J € dado por uma das equacoes

st 1 5
J_Z? ' J_gjsecgéot dS

(3.91)
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enquanto que para uma viga de seccao fechada J € dado por
AN
§ds/t
para um modulo de corte G constante.
As expressoes para deslocamentos devido a flexao e ao corte em

vigas de parede fina assimétricas podem ser também
determinadas pelo método da forca unitaria.

Elas sao complexas, para um caso geral, e mais facilmente
derivadas a partir de principios basicos considerando a energia
complementar do corpo elastico em termos de tensoes e
deformacoes em vez de forcas e deslocamentos.

J =
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O teorema do principio do valor estacionario da energia
complementar total de um sistema elastico € equivalente ao
principio do trabalho virtual onde forcas virtuais atuam em
deslocamentos reais.

Pode, assim, especificar-se que na expressao de energia
complementar total os deslocamentos sao os deslocamentos
reais produzidos pelas cargas aplicadas enquanto o sistema de
forcas virtuais € a carga unitaria.

Considerando as deflexoes devido a flexao, pode ver-se que o
incremento na energia complementar total resultante da
aplicacao de uma carga virtual unitaria é
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onde o, ; € a tensao direta de flexdo em qualquer ponto na
seccao transversal da viga correspondente a carga unitariae ¢,
é a deformacao no ponto produzida pelo sistema de cargas real.

A, € o deslocamento real devido a flexao no ponto de aplicacao
e na direcao da carga unitaria.

Uma vez que o sistema esta em equilibrio quando sujeito a carga
unitaria a expressao acima tem que ser igual a zero.

Daqui

A = (] 0,16, Az (3.92)
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Da equacdo 3.07 e tendo em conta que

z

g :é[cz —U(GX +0'y)]

tem-se

—1?
XX yy Xy

. 1 I\/Iy,lex_I\/Ix,Ollxy I\/Ix,Olyy_I\/Iy,ley
gzlo _— 2 X+ 2 y
E W Y I Y
onde os indices 1 e 0 referem-se ao sistema de cargas unitario e

real e x,y sao as coordenadas de qualquer ponto na seccao
transversal referente a um sistema de eixos centroidal.

o, :(My,llxx _Mx,llxy JX-F(MXJIW _My,llxy}y
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Substituindo para o, ; € g, , na equacado 3.92 e sabendo que
2 _ . 2 _ . _
[xdA=1, 5 [ ydA=1, ; [ xydA=1,

tem-se
1
AM - E(|Xx|yy B |fy)2 JL{(M y,1|xx - |\/Ix,llxyxlvI y,lex - I\/Ix,olxy)lyy
+(Mx,1|yy_My,llxyXMx,OIyy_My,olxy)lxx (393)

+[(My,1|xx _Mx,llxyXMx,lex _My,olxy)
(M0, =M Mo, =M1, Jdz

Para uma seccao em que x ou y € um eixo de simetria l,=0 e a
equacdo 3.93 reduz-se a

1 M lM 0 |lell\/lxo
LMt M) s
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A derivacao de uma expressao para a deflexao de corte de
seccoes de parede fina pelo método da carga unitaria e feita do

mesmo modo.

Comparando com a equacdo 3.92 deduz-se que a deflexao Aq,
devido ao corte da viga de paredes finas de seccao aberta ou
fechada com espessura t, € dada por

Ag = J-L (J;ecgao Z-17/otds)jz (3.95)

onde 7, € a tensao de corte num ponto arbitrario s em torno da
seccao, produzida pela carga unitaria no ponto e na direcao de
A, € 7, € a deformacao de corte num ponto arbitrario
correspondente ao sistema real de cargas.
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O integral dentro de parénteses é calculado em torno de todas
as paredes da seccao.
Na realidade, tanto a carga de corte aplicada como a unitaria

tém que atuar através do centro de corte da seccao, de outro
modo deslocamentos adicionais de torcao também tém lugar.

Quando as cargas de corte atuam noutros pontos elas tém que
ser substituidas por cargas de corte no centro de corte mais um
momento de torcao.

A espessura t € a espessura real do revestimento e pode variar
em torno da seccao mas € suposta constante ao longo do
comprimento da viga.
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A equacdo 3.86 pode escrever-se com os fluxos de corte g, e q,

A, = jL( [ ecgao%dsjdz (3.97)

onde os indices referem-se aos sistemas real e unitario.

Nos casos de vigas abertas e fechadas, as expressoes gerais para
o fluxo de corte sao longas, sendo melhor calcula-las antes da
substituicao na equacdo 3.97.

Para uma viga de seccao aberta com “booms” e paredes com
espessura que suporta tensoes diretas t, tem-se, da equacéo

3.75,
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Ixxlyy_lfy r= Ixxlyy_lfy
(3.97)
e
S, 1.—S, I n S,,I,,—S,,I n
g = — 2 thxds+ZB,xr —| 2y W _[OstDyds+ZBryr
Ixxlyy_lxy r=1 IXXIW_IXV =1
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Exemplo 3.16: Calcular a deflexao da ponta livre de uma viga
embutida com 2000 mm de comprimento, com uma seccao em C
idéntica a do exemplo 3. 13 e suportando uma forca vertical, de
baixo para cima, de 4,8 kN que atua atraves do centro de corte
da seccao. A espessura efetiva da parede que suporta as tensoes
diretas € zero enquanto que a espessura real € 1 mm. O modulo
de Young E e o modulo de corte G sao 70000 N/mm?2 e 30000

N/mm?, respetivamente.

Figura 3.47 Seccdo do exemplo
3.16.
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